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Zerlegungen des Mittelwertes fastperiodischer Funktionen. Il. 


Von Gilbert Helmberg in Mainz. 





Einleitung. 


Der erste Teil der vorliegenden Arbeit (Journ. f. reine u. angew. Math. 207 (1961), 
31—52) befaßte sich mit Zerlegungen des auf einem vollen Modul von fp. Funktionen 
auf einer Gruppe X gegebenen Mittelwertes und verwandter Funktionale in iterierte 
Mittelwerte über geeignete endliche oder unendliche Systeme von Untergruppen. 


In $ 5 des vorliegenden zweiten Teiles werden diese Ergebnisse auf den besonderen 
Fall der Algebra aller stetigen komplexwertigen Funktionen auf einer kompakten Haus- 
dorffschen Gruppe X angewandt. Sie lassen dabei zwei eng miteinander zusammen- 
hängende maßtheoretische Deutungen zu: einmal als Zerlegungen des Haar-Integrales 
und ‘rerwandter Funktionale in iterierte Haar-Integrale über geeignete Systeme von 
Untergruppen, und zweitens als endliche oder unendliche Faktorisierungen des Haarschen 
Maßes und verwandter Verteilungsmaße auf X in Faltungsprodukte einfacherer Ver- 
teilungsmaße. Da hierüber bereits eine ausgedehnte Literatur existiert und jede Gruppe 
homomorph als dichte Untergruppe in eine kompakte Hausdorffsche Gruppe eingebettet 
werden kann, wobei die fp. Funktionen eines vorgegebenen vollen Moduls in die stetigen 
Funktionen auf der kompakten Gruppe und der Mittelwert in das Haar-Integral über- 
gehen, eröffnet sich damit ein neuer Zugang zu den Ergebnissen der Paragraphen 3 und 4 
des ersten Teiles dieser Arbeit. Wir werden auf die Spezialisierung der einzelnen Sätze 
jedoch nur insoweit eingehen, als sich dabei neue Fragestellungen ergeben. 


In $6 wird schließlich der Versuch gemacht, die Ergebnisse der vorangegangenen 
Paragraphen in den größeren Rahmen der Theorie der Gleichverteilung einzuordnen. 
Grundlage hierfür ist eine entsprechende Erweiterung des Begriffes der Gleichverteilung. 
Für die besonderen Fragestellungen der vorliegenden Arbeit ergibt sich hieraus noch eine 
Klärung des Zusammenhanges mit anderen Gleichverteilungssätzen, besonders einem 
Gleichverteilungssatz von Maak (s. [12]), und eine Grenzwert-Darstellung des Mittelwertes 
von fp. Funktionen auf Abelschen Gruppen. 


Der Verfasser ist Herrn Karl Stromberg für die Überlassung eines Exemplares 
seiner noch unveröffentlichten Dissertation [13] zu Dank verpflichtet. Die Literatur- 
hinweise in eckigen Klammern beziehen sich auf das Literaturverzeichnis am Ende der 
vorliegenden Arbeit. 
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$ 5. Kompakte Gruppen. 


Wir wenden die Ergebnisse der vorangegangenen Paragraphen auf eine kompakte 
Hausdorffsche Gruppe X und die Algebra A = €(X) aller stetigen komplexwertigen 
Funktionen auf X an und unterlassen künftig die Angabe von W, wenn keine Verwechslung 
zu befürchten ist. Der Modul {D'®: A€L} ist hier ein vollständiges System nicht äqui- 
valenter irreduzibler unitärer stetiger Darstellungen von X. Unter einer Untergruppe 
werden wir künftig immer eine abgeschlossene Untergruppe verstehen, die also in der 
relativierten Topologie wieder kompakt und Hausdorffsch ist. Das Produkt X, X, 
einer endlichen Zahl von Untergruppen X,(i =1,...,n) ist kompakt und daher wieder 
abgeschlossen in X. 

Jedem auf &(X) gegebenen beschränkten linearen Funktional » entspricht ein- 
eindeutig ein reguläres abzählbar additives Borelsches Maß von endlicher totaler Va- 
riation, das wir der Einfachheit halber wieder mit » bezeichnen werden, und zwar gilt 
v(f) = St&) dv(x) für alle fEE(X). Der Mittelwert M ist auf E(X) identisch mit dem 

X 


normierten Haarschen Integral 
u) = [it@) du(x) FEN). 


Den über eine Untergruppe X, erstreckten Mittelwert M, bezeichnen wir mit #, und 
schreiben 


(38) 4) = [ia) du,(x) = fi) du,(z) JE), 


wobei «, das Haarsche Maß auf der Gruppe X, bedeutet. Ist {X,,..., X„} ein endliches 
System von Untergruppen von X und f€&(X), so ist die durch f,(&,,..-,2) =f(zı‘'' 2%) 
definierte Funktion f, infolge der Stetigkeit der Gruppenmultiplikation eine stetige 
Funktion auf dem direkten Produkt X, ®:::® X„. Der über dieses direkte Produkt 
erstreckte Mittelwert (4) hat dann die Form 


Hı,...n(M “ 5 fra 2.) du (2) °*  dun(z,) FEER). 


Wir untersuchen also, unter welchen Bedingungen auf & (X) eine Zerlegung des Haarschen 
Integrales von der Form 


St@ du(z) "fi ’ frei 2.) dur (a) " dun(z,) FEE(X) 


existiert. 


Die lineare und topologische Struktur des zu E(X) konjugierten Raumes &*(X) 
wird auf die Menge der den Funktionalen aus €*(X) entsprechenden Maße übertragen. 
Es sei ® die Familie aller Borelschen Mengen in X. Einem monotonen Funktional » 
entspricht ein reelles nicht negatives Maß », ein monotones normiertes Funktional ist 
darüber hinaus durch »(X) = 1 gekennzeichnet. Ein derartiges Maß werden wir künftig 
als Verteilungsmaß bezeichnen. Unter den Verteilungsmaßen für X ist das Haarsche 
Maß « durch die Gleichungen 


(39) u(Ex) = u(zE) = u(E) für alle E€EB und alle z€E X 
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gekennzeichnet. Das auf einer Untergruppe X, von X gegebene Haarsche Maß u, können 
wir in Übereinstimmung mit (38) durch die Definition 


W(E) =w(EnX) für alle E€B 


zu einem Verteilungsmaß auf X erweitern (s. [14], 2, 3). 


Es sei ® die Menge aller Verteilungsmaße auf X und & die Menge aller Verteilungs- 
maße 4,, die durch Erweiterung des Haarschen Maßes „, einer Untergruppe X, von X 
auf X entstehen. Für », € ® und », € ® definieren wir ein Verteilungsmaß », % », durch 


*».(f) = [ [Maızı dv,(x,) dv,(z,) für alle FEE(X). 


Explizit ergibt sich (s. [13], 2. 3) 
(40) »,% »,(E) - [nEx"") dv,(z) = [r.tz”"E) dv,(2) für alle E€EB. 
X 


Bezüglich der Operation % als Multiplikation ist ® eine kompakte Hausdorffsche Halb- 
gruppe. Ein Maß »E€ ® ist dann und nur dann idempotent (v»% » = »), wenn v€ X 
gilt (s. [14], 3) 

Als Träger 7T(») eines Verteilungsmaßes » bezeichnen wir die Menge aller Punkte 
x€ X, für die jede Umgebung U positives Maß besitzt. Für » € ® ist 7(») abgeschlossen, 
für „EB und EB gilt T(v,* 9) = T(v,) T(v,). Für v=wER gilt Tu) = X, 
(s. [14], 3). 

Für v€® sei »(D(®) die Matrix (v(d(?)). Die durch 9®°(») = »(D'”) definierte 
Abbildung 9 ist ein (stetiger) Homomorphismus der kompakten Halbgruppe ® auf eine 
kompakte Matrizenhalbgruppe (8) = 8”. Es gilt also HP (»,% »,) = 9” (v,): 9 (m,). 
Die Abbildung # von ® in das direkte Produkt 8, 3”, die durch [9(»)]” = 9” (») 


definiert ist, ist ein (topologischer) Isomorphismus 5 kompakten Halbgruppe ® in eine 
Unter-Halbgruppe des direkten Produktes & ®'” (s. [6]; die Originalarbeit war dem 


j1EL 
Verfasser nicht zugänglich). 


Konvergenz eines Netzes von Verteilungsmaßen », in der schwachen Topologie ist 
gleichbedeutend mit der Konvergenz des Netzes der zugehörigen Funktionale »,, kann 
aber auch wie folgt erklärt werden. Eine Borelmenge E heißt Stetigkeitsmenge eines 
Maßes »€ ®, wenn das »-Maß des Randes von E Null ist. Ein Netz 2 = {vy,:o € R} in 
® konvergiert gegen v€ ®, wenn 


lim »,(E) = v(E) für jede »-Stetigkeitsmenge E € B 
N 


ist. Wir benötigen später den folgenden Hilfssatz, den wir zusammen mit der eben gemach- 
ten Feststellung der bereits zitierten Arbeit von K. R. Stromberg entnehmen (s. [13], 2. 5). 


Hilfssatz 5. Für jedes Maß v€ ® und jeden Punkt z€ X existiert ein aus v-Stetig- 
keitsmengen bestehendes Umgebungssystem für x. 


In der dargelegten maßtheoretischen Interpretation handelt es sich bei unserer 
Fragestellung also um Faktorisierungen von der Form 


WR m me (i=0,1,...,n) 
oder um unendliche Faktorisierungen im Sinne der schwachen Topologie von der Form 


Me TE >" "SE, MEeK, we (ER). 
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Wenn wir die angeführten Ergebnisse zu Hilfe nehmen, lassen sich die Spezialisierungen 
der Sätze der Paragraphen 3 und 4 auf den Fall einer kompakten Gruppe zum Teil auch 
leicht direkt beweisen. Wir greifen zur Illustration einige Beispiele heraus. 


Satz 2'. Es gilt u = m * '*''* iM, dann und nur dann, wenn II u(D'®) = 0 für 
i=1 


alle A +1 gilt. 
Dies folgt unmittelbar aus dem Isomorphismus zwischen ® und #() und den 
Orthogonalitätsrelationen der Darstellungskoeffizienten. Gleiches gilt für Satz 8. 
Satz 5’. Es sei für jede zyklische Permutation (i,, .. ., in) der Indexfolge (1,...,n) 
MR MR Mn 
Dann ist X) X. = X, eine Untergruppe von X und u, %*'''* Un = Me: 


Da die Maße u,(i =1,...,n) idempotent sind, ergibt sich nämlich aus der Asso- 
ziativität des *#-Produktes 


(mr m) Hl m) las) Rn RR n-ı) 
= (RR m) Rem RR). 
= U *'''* Un- 


Das Maß 4,%''* u ist also idempotent, somit das (erweiterte) Haarsche Maß auf einer 
Untergruppe X,. Da X, der Träger dieses Maßes ist, gilt X, = T(u,)‘*' T(in) = X1'''An- 
Unter den obigen Voraussetzungen ist 4,% **** 1 = u genau dann, wenn X,°-X,=X ist. 


Die Voraussetzung von Satz 5’ ist insbesondere erfüllt, wenn die Maße wu; 
((=1,...,n) zum Zentrum $& der Halbgruppe ® gehören. Wir können diese Maße als 
jene Maße in ® charakterisieren, deren Träger Normalteiler von X sind. Wir weisen dies 
in den folgenden beiden Hilfssätzen nach. 


Hilfssatz 6. Es seien X, und X, = z-!X,x (zE X) konjugierte Untergruppen von X. 


Dann gilt 
He(E) = u,(zEx!) für alle E€EB. 

Beweis: Es seien ®, und 3, die Familien der Borelmengen in den kompakten 
Gruppen X, bzw. X,. Da X, und X, kompakt in X sind, sind ®, und ®, die Beschrän- 
kungen von ® auf X, bzw. X,. Mit E ist auch xEx-! Borelmenge in X; gehört E zu ®,, 
dann gehört xEx-! zu B,. Wir zeigen zunächst, daß u,(xE,x-!) (E, € ®,) das Haarsche 
Maß auf X, ist. Dazu genügt es, die Invarianzeigenschaft (39) nachzuweisen. Für 2, € X, 
gilt z2,2-"!E X, und 


Hı(zE,2,2"") = u(aE,2 22,0) = ulabr)). 
Analoges gilt für Linkstranslation. Es folgt u,(xE,x'!) = us(E,) und weiter für ECB 
K(E) = w(ErR X, = w(En A, = uleEr'n ak,c) 
= m(zEx'n X,) = m(zEr”)). 
Hilfssatz 7. Das Maß u,€ & ist dann und nur dann im Zentrum 3 von ®, wenn 
X, = T(u,) Normalteiler von X ist. 


Beweis: Wir betrachten mit jedem Element x € X das zugehörige Punktmaß 
& € ®, das durch 
&(E) =41, wenn z€EE, E€8, 
&(E)=0, wenn z$E, E€8, 
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definiert ist. Der Träger von e, ist {x}. Aus „EeXnB folgt w* & = & * u, für alle 
z€ X. Für die Träger gilt dementsprechend X,x = xX, für alle z€ X, also ist X, 
Normalteiler von X. Ist umgekehrt X, Normalteiler von X, dann gilt für jedes Element 
x€ X die Gleichung X, = x-!X,x, nach Hilfssatz 6 somit 


H(zE) = u,(Er) für alle EEB und alle z€E X. 
Für jedes Maß » € ® erhalten wir nach (40) 
ko * v(E) = [ n(Ea"") dv(z) = f ula"E) dv(z) =» * ME) 


und damit die Behauptung. 


Es sei 9) das System aller Normalteiler von X (im Falle einer Abelschen Gruppe 
also das System aller Untergruppen von X). Wir führen in 9) eine Multiplikation ein, 
indem wir zwei Normalteilern N, und N, als Produkt den Normalteiler N,\N, zuordnen. 
Nach Hilfssatz 7 gilt 

Er 3 = {m € %: Tu) €9). 


Satz 12. Die durch T(u,) = N, definierte Abbildung von X auf W ist ein 
(algebraischer) Isomorphismus der kompakten Hausdorffschen Halbgruppe £ 3 auf die 
Halbgruppe U. Durch Übernahme der Topologie von £r 3 wird U selbst zu einer kom- 
pakten Hausdorffschen Halbgruppe. 


Beweis: Die Eineindeutigkeit der Abbildung folgt aus Hilfssatz’7 und der Ein- 
deutigkeit des Haarschen Maßes. Die Isomorphie-Eigenschaft folgt aus Satz 5’. Wir 
haben nur noch zu zeigen, daß der Unterraum £ n 3 in ® abgeschlossen ist, d.h. daß 
jedes konvergente Netz N = {w,) in £r 3 gegen ein Maß in £r 8 konvergiert. Es 
sei » = lim w,. Aus der Stetigkeit des *#-Produktes folgt 


een 


und für ein beliebiges Maß », € 


I =n* fan a) = De (v, * u.) = u. (u, * Pvı) 


= en Ha) * yı = ,%* Yyı; 
N 


also erhalten wir veXr 3. Die abschließende Feststellung von Satz 12 ist dann klar. 


Wir können die Topologie für J) aber auch ohne Bezugnahme auf die Topologie 
in ® beschreiben. Es sei W = {N,:o€ R} ein Netz in 9. Die leere Menge bezeichnen 
wir mit 0. Mit X, bezeichnen wir die Menge aller Punkte x € X mit folgender Eigenschaft: 
für jede Umgebung U von x gibt es einen Index o(U) € R derart, daß N, U +0 für 
alle o> o(U) gilt. Mit H, bezeichnen wir die Menge aller Punkte x € X mit folgender 
Eigenschaft: für jede Umgebung U von x und jeden Index o € R gibt es einen Index 
oe> o derart, daß N,n U +0 ist. Offenbar gilt K,C Hy. 

Hilfssatz 8. Es sei®' = {N,: € S} ein Unternetz des Netzes R = {N,:o€ R} in. 
Dann güt K„,< Ky. < Hy < Hy. 

Beweis: Es sei x € K,„, sowie U eine Umgebung von x und N,nU +0 für alle 
0o> o(U). Zu o(U) bestimmen wir nach (24) einen Index o(U) € S derart, daß N, > N m 
gilt, wenn «> o(U) ist. Für alle solchen Indizes o€$ gilt N, AU +0. Also gilt z€ K, 
und K„< Kyr. 
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Es sei nun x € H,, sowie U eine Umgebung von x und o € R willkürlich gegeben. 
Wir bestimmen wieder einen Index «€ S derart, daß N,> N, für alle o> o gilt. 
Nach Voraussetzung existiert ein Index o > o derart, daß N An U=+0 ist. Da N, im 
Netz N mit einem Index größer als o vorkommt, folgt x € H, und weiter Hy. < Hy. 


Hilfssatz 9. Es siR = {N,: o€ R} ein konvergentes Netz in 9. Dann ist K„= H„€9 
und K„ = lim N,. 


N 
Beweis: Es sei x€ N, = lim N,, sowie U eine Umgebung von x und f€ (X) eine 
N 
zugehörige Umgebungsfunktion. Dann ist Man Hlf) = wolf) > 0, also u,(f) > 0 für alle 
oe> o(U) und daher N, U +0 für alle > o(U). Also gilt K„>N,- 


Es sei nun z€ K,„, sowie U eine Umgebung von x und U,<ÜU eine offene 
4o-Stetigkeitsmenge, die x enthält (s. Hilfssatz 5). Wir wählen eine Umgebung V der Ein- 
heit e derart, daß xV?< U, ist. Für jeden Index o> o(V) wählen wir ein Element x, aus 
dem nach Definition von K, nicht leeren Durchschnitt N, n xV. Ferner sei W<V 
eine offene u,-Stetigkeitsmenge, die e enthält. Dann ist W N, offen in N, und daher 
#(W) > 0. Aus . 4(W) = w(W) folgt u,(W) > 4w(W) für alle o> o,. Es sei 


01 > 00 01> e(V) on o€E R. Wegen x, € N, gilt 
u,(2,W) = w(2,W AN) =w(W AN, = u(W) >3w(W) für alle > e.. 


Wegen xz,€ zV gilt 
sW<=x,V<zxV?’<U, für alle o> o,. 
Unter Berücksichtigung dieser Ungleichungen gilt wre lim u,(U,) = w(U,) und 
WW) > 0 k 
HU, + 3(W) > mV :) Z uolzeW) > u (W) >0 für alle e> > 9, 


also w,(U,) > 0 und wegen U>U, auch w(U) > 0. Da U eine beliebige Umgebung 
von X war, folgt x € T(,) = N, und weiter Ä„< N,. Zusammen mit der Einschließung 
K„<N, ergibt dies X, = lim N,. 

N 


Es sei nun U eine Umgebung des Punktes x € H,„. Wir bezeichnen mit U(U) die 
Menge aller NE9) mit NA U +0. Nach Definition von H, ist U(U) nicht leer. Die 
Familie U aller Mengen U(U), wobei U ein Umgebungssystem des Punktes x durchläuft, 
hat die Eigenschaft, daß der Durchschnitt zweier Elemente von U wieder ein Element 
von U enthält. Ist nämlich U, eine in U," U, enthaltene Umgebung von x, dann ist 
U(V,)<U(V,) n U(V,). Für jede Menge U(U) € U und jeden Index 0 € R existiert nach 
Definition von H, ein Index 0 > o derart, daß N,€ U(U) ist. Dann gibt es (s. [9], S. 70) 
ein Unternetz N = {N,:o€S} von N mit der folgenden Eigenschaft: zu jeder Menge 
U(U)EU existiert ein Index o(U) derart, daß N, € U(U) für alleo > o(U) ist. Nach De- 
finition von U(U) folgt x € K,.. Das Netz N’ konvergiert nach dem oben Bewiesenen 
gegen Ky.. Da es Unternetz des gegen K, konvergierenden Netzes N ist, muß Ky. = Ky 
und damit x € K, gelten. Da x ein beliebiges Element von H, war, folgt K„>H, und 
weiter X, = Hy. 


Hilfssatz 10. Es sei D= {N,:oE€ R} ein Netz in Y und {N,: ET} die Menge 
aller Normalteiler von X, die Häufungspunkte des Netzes DR in 9) sind. Dann gilt 


Ky.=NN, und H„=UN,. 
reT reT 
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Beweis: Die Indexmenge 7 ist nicht leer, da 9) kompakt ist. Für jeden Index 
te T gibt es ein gegen N, konvergierendes Unternetz von R (s. [9], S. 71). Nach Hilfs- 
satz 9 und Hilfssatz 8 gilt Ä,„<N,< H, für jeden Index r€ T, also 


K,<NnN,<UN,< Hy: 


reT reT 


Es sei nun zeNN,, aber x$ K,„. Nach Definition von H,„ und K, gibt es eine 
ser 

Umgebung U von x mit folgender Eigenschaft: zu jedem Index o € R existieren Indizes 
0,> eo und 0,> o derart, dB N, nU=0und N, U =+P0ist. Die Indizes vom Typ o, 
bilden eine in der ursprünglichen Teilordnung immer noch aufwärts gerichtete Unter- 
menge A, von AR. Also ist %, = {N : oe, € R,} ein Unternetz von N, für das nun z$ H,, 
gilt. Da 9) kompakt ist, existiert ein konvergentes Unternetz N’ von N,, das auch Unter- 
netz von W ist und gegen einen gewissen Normalteiler N,(rt € T) konvergiert. Wegen 
Hilfssatz 9 und 8 gilt N,<H,„, also x N,, im Widerspruch zur Voraussetzung. Es 
folgt NN, < K„ und K„=NN.. 

reT reT 

Es sei nun x ein beliebiges Element von H,„. Im letzten Absatz des Beweises von 
Hilfssatz 9 wurde gezeigt, daß es ein Unternetz N’ von R gibt, für das x € K,„. gilt. Es 
sei N, ein konvergentes Unternetz von N’. Dann ist N, ein konvergentes Unternetz 
von N, also gilt X, = N, für einen gewissen Index z € 7. Aus Hilfssatz 8 folgt 
zE Ky<Ky, = N,, also zEN, und H„<UN,. Damit ist Hilfssatz 10 bewiesen. 

reT 

Satz 13. Es si® = {N,:oE€ R} ein Netz in). Das Netz R konvergiert dann und 

nur dann, wenn Hy, = K, gilt. Ist dies der Fall, dann ist H,„ = Ky, = lim N,. 
DN 


Beweis: Ist N konvergent, dann liefert Hilfssatz 9 die Behauptung. Wenn % nicht 
konvergiert, dann existiert infolge der Kompaktheit von 9) zumindest ein konvergentes 
Unternetz N, = {N : 0, € R,} von W. Es sei N, = lim N, . Da W nicht gegen N, kon- 


Nı 

vergiert, existiert eine Umgebung ® von N, (im Sinne der Topologie in 9) mit der folgen- 
den Eigenschaft: zu jedem Index go € R existiert ein Index o’ ER, o'’> o derart, daß 
N,EYNW ist. Die Indizes vom Typ 0’ bilden eine in der ursprünglichen Teilordnung 
von R immer noch aufwärts gerichtete Untermenge R’ von A. Also it W= {N .: o'€R'} 
ein Unternetz von W im abgeschlossenen und daher kompakten Raum Y\ ®. Es existiert 
daher ein konvergentes Unternetz N, = {N : og€ R,} von W’, das auch Unternetz von N 
ist und gegen N, konvergieren möge. Wegen N,E®W, NEYN\W ist N, + N, und um 
so mehr NN; #N,v N,. Nach Hilfssatz 10 ist Ä„< N, nN,;,<N, v N,< Hy, 
also Hy + Ky. 

Wir führen zur Illustration wieder ein Beispiel an. Es sei X wie in $4 das direkte 
Produkt von abzählbar unendlich vielen zyklischen Untergruppen X;(i=1,2,...) der Ord- 
nung zwei. Es sei X;=N,; die durch das Element 2,(2, =—1, 2,,;=1 für j +) erzeugte 
Untergruppe von X. Wir fragen nach der Konvergenz des Netzes D={X;,:i=1,2,...} 
in 9. Ist x, = {z,;} irgendein von e verschiedenes Element von X und etwa z,; = —1, 
dann ist U={yEX:y,=—1} eine Umgebung von z, und X; nU=0 füri>k. Also ist 
H„=Ky„={e} und N konvergiert gegen {e}. Für fEE(X) ist „(f)=t{flz.) + flo}. 
Wegen lim X; = {e} gilt lim „.(f) = f(e) oder lim f(z,) = f(e). Auf ähnliche Weise 

N N, i>o 
erhält man 
lim II X; == {e} 


k>woi=k 
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und daraus weiter nach (37) 


lim lim 2 far) = fie). 


k>o .>as 1sp,=s2 
Andererseits folgt aus (37) 
im IX, =X. 


n>wi=l 
Die Spezialisierung von Satz 7 auf eine kompakte Gruppe führt auf den Begriff 
des Quotientenmaßes auf dem kompakten Hausdorffschen Raum X’ = X/X, der Rechts- 
restklassen der Untergruppe X, in X (s. [10], $ 33). Unter der Annahme, daß für die 
Rechtsrestklassen von X, in X ein Querschnitt existiert, d.h. eine Auswahlfunktion g, 
die ein Homöomorphismus von X’' auf eine Untermenge q(X’') von X in der relativierten 
Topologie ist, läßt sich folgende Zerlegung des Haarschen Maßes „ durchführen: 


Satz 14. Es sei X, eine echte Untergruppe von X und für den zugehörigen Rechts- 
restklassenraum X' = X/X, ezistiere ein Querschnüt q in X. Dann existiert ein von u 
verschiedenes Maß »v, € ® müt dem Träger Q = q(X') derart, daß u = u, * », gül. 


Beweis: Wir bezeichnen mit ®’ die Familie der Borelmengen von X’ und können 
nach unserer Voraussetzung X’ mit Q = g(X') in der relativierten Topologie identi- 
fizieren. Die Menge Q ist als homöomorphes Bild von X’ kompakt, also gilt Q€E 8. Für 
fEELX) gilt 

je z) du, (x,) = [ia z) du, (x) EE(Q). 


Nach Satz 7 läßt sich auf Q ein Verteilungsmaß », definieren, so daß 
uf) = Stan du,(z;) dv,(2) für alle FEE(X) 


gilt. Für jede Menge E€EB ist EnQ in ®’ enthalten. Setzen wir »,(E) = v„(EnQ), 
so erhalten wir ein Verteilungsmaß », auf X, für das 


uf) = [Sta du, (2) dv,(2) = u * v(f) für alle FEE(X) 


gilt. Die Untergruppe X, enthält jedenfalls ein Element x4@. Die Menge Q ist kom- 
pakt, also abgeschlossen in X. Es sei U eine zu Q fremde Umgebung von x. Dann ist 
(U) = 0, aber u(U) > 0, also , + u. 


Ein Beispiel hierzu liefert die in $3 angeführte Diedergruppe des Kreises. Wir 
brauchen dazu bloß die Untergruppe X, durch ein beliebiges Elementpaar Q = {z,, 25} 
mit x, EX, und € X, zu ersetzen. 


Wie bereits bemerkt, können die den Resultaten von $3 und $ 4 entsprechenden 
Sätze in kompakten Hausdorffschen Gruppen teilweise leicht direkt erhalten werden, 
wenn wir die am Anfang dieses Paragraphen angegebenen Ergebnisse zum Beweise 
heranziehen. Es können natürlich auch die Sätze der vorangegangenen Paragraphen auf 
diesem Wege erhalten werden. Hierbei müssen wir nur beachten, daß jeder volle Modul 
in % im wesentlichen mit der Algebra aller stetigen Funktionen auf einer kompakten 
Gruppe identisch ist (s. Satz 1). Der Mittelwert einer fp.- Funktion ist dabei das Haar- 
Integral der zugehörigen stetigen Funktion. 














Helmberg, Zerlegungen des Mittelwertes fastperiodischer Funktionen. II. 9 


$ 6. Beziehungen zur Theorie der Gleichverteilung. 


Seit seiner Einführung in der klassischen Arbeit von H. Weyl (s. [45]) hat der 
Begriff der Gleichverteilung verschiedene Abänderungen und Verallgemeinerungen er- 
fahren. Diese lassen sich jedoch, soweit sie dem Verfasser bekannt sind, gleichzeitig mit 
den Ergebnissen der vorangegangenen Paragraphen durch die folgenden zwei Definitionen 
erfassen. Unter der Norm in einem Raum beschränkter komplexwertiger Funktionen 
wollen wir dabei stets die in $ 1 eingeführte Norm verstehen. 


Definition 1. Es seien X, und X, beliebige Mengen, sowie M, und M, normierte 
lineare Räume beschränkter komplexwertiger Funktionen auf X, bzw. X, und ®, bzw. ®, 
beschränkte lineare Funktionale auf M, bzw. M,. Eine Abbildung g von X, in X, heiße 
eine (M,, D,; M,, D,)-Gleichverteilung von X, in X,, wenn fogEe M, und D,(f) = ®,(f oY) 
für alle F EM, gilt. 


Definition 2. Es seien X, und X, beliebige Mengen und {X,: € T} ein Netz von 
Untermengen von X,. Es sei M, ein normierter linearer Raum beschränkter komplexwertiger 
Funktionen auf X, und ®, ein beschränktes lineares Funktional auf M,. Analog seien M, 
und ®, für X, für alle vE T definiert. Die Funktionale ®, seien gleichgradig beschränkt 
(| d,|| < x für alle rE T). Ein Netz R= {p,:r€ T} von Abbildungen von X, in X, 
heiße eine asymptotische (M,, D,; M,, D,)-Gleichverteilung von X, in X,, wenn fop,EM, 
(für alle r€ T) und lim ®, (fo p,) = PD, (f) für alle FED, gilt. 

N 


Bereits in [15] werden von H. Weyl verschiedene Fälle behandelt: 


1) Es ist X, das p-dimensionale Toroid R,, sowie W, = C(R,) und ®, das Haarsche 
Maß u auf X,. Ferner ist X, = P die Menge der natürlichen Zahlen, M, (z. B.) die Menge & 
aller beschränkten (komplexwertigen) Funktionen f auf P, für die der Grenzwert 
Alf) = lim a Zf(i) existiert, und ®&, =4. Eine Folge {x,:i =1,2,...} in A, kann 

n>» i=1 
als eine Abbildung 9 von P iin A, aufgefaßt werden: gli) = x, €E R,(i =1,2,...). Eine 
in AR, gleichverteilte Folge ist dann in der Formulierung von Definition 1 eine 
(E(R,), u; 2, A)-Gleichverteilung von P in AR,. 

2) Es ist X, ein endliches System von Restklassen einer r-dimensionalen Unter- 
gruppe im Toroid R,, sowie M, die Beschränkung von E(AR,) auf X, und ®, das ent- 
sprechende arithmetische Mittel des auf die verschiedenen Restklassen übertragenen 
Haarschen Maßes der Untergruppe. X,, M,, und ®, sowie p haben die gleiche Bedeutung 
wie in 1). 

3) Es sind X,, M, und ©, gegeben wie in 1). X, ist die Menge G, der Gitterpunkte 
eines zweidimensionalen euklidischen Raumes E, und M, (z. B.) die Menge aller be- 
schränkten Funktionen auf X,, für die ein ähnlich wie in 1) gebildeter Grenzwert existiert, 
der dann auf M, ein lineares beschränktes Funktional definiert. Die Abbildung 9 ist hier 
eine auf Gitterpunkten definierte Funktion mit Werten in AR,. 


4) Es sind X,, M, und ©, gegeben wie in 1). X, ist die positive reelle Zahlengerade 
R, und M, (z. B.) der Raum aller beschränkten stetigen Funktionen f auf R,, für die 
4 


der Grenzwert ®,(f) = lim 2 f f(t) dt existiert. Die Abbildung 9 ist in diesem Falle 
T>» 
0 


eine Funktion auf R, mit Werten in A,. 


Journal für Mathematik. Bd. 208. Heft 1/2 2 
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Die eben angeführten Fälle lassen sich auch im Sinne von Definition 2 auffassen. 
Beispielsweise kann in 1) 


Kl.) (reP, M-EX,) und 9) = ZI) HECK) 


T 


) 

gesetzt werden. Definieren wir p, durch g,(i) = x; (i=1,...,r), dann ist die Folge 
{p,:r=41,2,...} eine asymptotische (C(R,), u; &(X,), ©,)-Gleichverteilung von 
P in A,. Deutlicher wird dies im Fall 3), wenn Weyl zur Bildung eines Mittelwertes 
die Menge der Gitterpunkte betrachtet, die in einem endlichen Flächenstück rK liegen, 
das durch zentrische Streckung aus einem endlichen Flächenstück K hervorgegangen 
it (X,=G,n rK, r> 0 reell). Die Abbildungen , unterscheiden sich hier nur durch 
ihren Definitionsbereich X,. J. G. van der Corput untersucht folgende asymptotischen 
(E(R,), u; M,, ®,)-Gleichverteilungen von G, in AR, (s. z.B. [1]): {X,:r=1,2,...} 
ist eine Folge von unbeschränkt wachsenden Quadern in G,, ferner ist M, = C(X,) und 
®, das arithmetische Mittel der Funktionswerte auf X'. Als Abbildung p, ist dabei eine 
von r abhängige Abbildung von X, in A, zugelassen. L. Kuipers und B. Meulenbeld 
variieren dies durch andere Wahl von X, und X, (s. z. B. [9]) oder durch andere Wahl 
der Funktionale ®, und 9, (s. z.B. [8]). 


B. Eckmann betrachtet (E(X), u; 2, A)-Gleichverteilungen von P in eine kom- 
pakte Hausdorffsche Gruppe X (s. [2]). E. Hlawka läßt unter anderem für M, auch die 
Algebra % der fp. Funktionen auf einer abstrakten Gruppe X zu (s. [4]) und untersucht 
darüber hinaus folgende (E(X), ®,; M,, ®,)-Gleichverteilungen von Pin einen kompakten 
Hausdorffschen Raum X (s. [5]): es ist ®, ein beliebiges Radonsches Maß auf X und M, 
(z. B.) der Raum aller beschränkten Funktionen auf P, für die ein durch eine unendliche 
Summierungs-Matrix A bestimmtes beschränktes lineares Funktional ®, definiert ist. 
Fassen wir jede Zeile A, (7 =1,2,...)als ein auf einem bestimmten Funktionenraum M, 
definiertes beschränktes lineares Funktional auf und setzen wir X,=P(r=1,2,...), 
dann handelt es sich hier wieder um eine asymptotische (C(X), ®,; M,, A,)-Gleich- 
verteilung von P in X. 


Wir verwenden im folgenden die in den vorangegangenen Paragraphen eingeführten 
Bezeichnungen unter Beibehaltung ihrer Bedeutungen. Außerdem sei %,,....,., die 


Algebra aller fp. Funktionen auf dem direkten Produkt ® X,, der Untergruppen X, 


i=1 


((=1,...,n) von X und Pau....g„ die durch 


Pon.:0n (Tor Ze Eon) u De 


definierte Abbildung des direkten Produktes ® X,, in X. Die Fragestellungen von $ 3 
i=1 
und $4 lassen sich dann folgendermaßen beschreiben: Unter welchen Umständen ist 


Pı,...n eine (M, Mo; %ı,...,n, Mı,...„)-Gleichverteilung von ®& X, in X? Unter welchen 


i=1 
Umständen ist das Netz {p,,,....., :(0:) € (R)} eine asymptotische (M, Mo; a,....on Mer. .en)” 
Gleichverteilung von ® X, in X? Die erhaltenen Sätze lassen sich also als Gleich- 
gEeR 
verteilungssätze formulieren. 
Die oben gegebenen Definitionen sind noch erweiterungsfähig. Es soll jedoch hier 
die Theorie der Gleichverteilung nur in dem Maße behandelt werden, als es dazu dienen 
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kann, Ergebnisse der vorangegangenen Paragraphen mit anderen, bereits vorliegenden 
in einen gemeinsamen Rahmen einzufügen. Wir formulieren deshalb noch das Weylsche 
Kriterium, das auch für Gleichverteilungen im Sinne der Definitionen 1 und 2 gültig ist. 
Wir bezeichnen nach E. Hlawka (s. [5]) eine Untermenge $ des normierten linearen 
Raumes M als ein Hauptsystem, wenn der von $ aufgespannte lineare Raum in M dicht 
ist (es sei hierbei auch eine überabzählbare Menge $ zugelassen). Wir betrachten gleich 
den Fall einer asymptotischen (M,, d,; M,, ®,)-Gleichverteilung {p,:r€ 7} einer 
Menge X, in eine Menge X,, aus dem der Fall einer (M,, ®,; M,, ®,)-Gleichverteilung 
von X, in X, durch Spezialisierung r = 2 hervorgeht. In der Formulierung und Beweis- 
methode folgen wir der zitierten Arbeit von E. Hlawka. 

Weylsches Kriterium. Es seien X,, X, X, M,, M,, ®,, ®, gegeben wie in De- 
finition 2 und die Räume M,(t € T) als vollständig vorausgesetzt. Ferner si® = {p,: r€ T} 
ein Netz von Abbildungen von X, in X,. Dann gelten die folgenden Aussagen: 

a) Isthep,EM, für alle Funktionen h aus einem Hauptsystem 5 von M, und für alle 
te T, und existiert für alle solchen Funktionen h der Grenzwert ®(h) = lim ®,(hog,), 

N 


dann gilt foy, EM, auch für jede beliebige Funktion fEM, und alle r€ T, der Grenzwert 
lim B,(fo9,) existiert für alle Funktionen fEM, und definiert auf M, ein beschränktes 
N 


lineares Funktional ®. 


b) Es ist WR dann und nur dann eine asymptotische (M,, D,; M,, ®,)-Gleichverteilung 
von X, in X,, wenn für alle Funktionen h aus einem Hauptsystem 9 von M, sowohl 
hoyemM, für aller T als auch lim ®,(hoy,) = D,(h) gilt. 

N 


Beweis: a) Es sei f EM, und e > 0 beliebig gegeben und g eine endliche komplexe 
Linearkombination von Elementen aus $ derart, daß || f—g|| <e gilt. Nach Vor- 
aussetzung ist go9, für jeden Index r€E 7 in M, enthalten und es existiert der 
Grenzwert lim ®,(g ° 9.) = ®,(g). Also gilt 

N 


|d,(goep)— D,(go9,)| <e für alle r,rT’> nr. 


Wegen ||foe9,—g.p,|| <e und der Vollständigkeit von M, ist fo_, in M, ent- 
halten. Ferner gilt 


| D,(f ” 9.) vr, D,.(f P Pr) | 2 | D,(f 2; 9.) 1:0 D,(g u 9.) | + | D,(g ® 9.) D.(g 5 Pr) | 
+ | D.(g ” 9.) a. D. (f . Pr) | 
<e(2x +1) für alle z,T’> rt. 


Also existiert auch der Grenzwert ®(f) = lim ®,(foY,). Für beliebige Funktionen f 
N 


und g aus M, und beliebige komplexe Zahlen «, 8 erhalten wir 
Diaf + Be) = lim O,(af + Be) 9. 
= u D.(afo 9. + Pg 9.) 
= «lim ®,(f op.) + Blim B,(g ° 9.) 
N N 


= ad(f) + Pol). 
9% 
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Ferner gilt 
I ®| en aid. B...86.0 67 0) 
sı 


mis1Y 


<Ssup sup |P,(foe 9,)| S sup || 9, || = x». 
reT |isllsı rer 


Also ist ® ein beschränktes lineares Funktional. 


b) Die Notwendigkeit der Bedingung ist klar. Die angegebene Bedingung ist aber 
auch hinreichend, da aus ihr nach a) folgt, daß für alle f € M, der Grenzwert lim ®,(f  p,) 
N 


existiert und auf dem von $ aufgespannten linearen Raum mit ®, übereinstimmt, nach 
Hilfssatz 1 also auch auf dem ganzen Raum M.. 


Die Voraussetzung der Vollständigkeit der Räume M, bedeutet nach Hilfssatz 1 
keine Einschränkung der Anwendbarkeit des Kriteriums. Aus dem Weylschen Kriterium 
folgt dann, daß wir ohne Beschränkung der Allgemeinheit auch M, als vollständig an- 
nehmen können, da ein Hauptsystem von M, auch ein Hauptsystem der Vervollständi- 
gung von M, ist und das Funktional ®, nach Hilfssatz 1 eindeutig auf die Vervollständi- 
gurg von M, fortgesetzt werden kann. 


Offenbar sind die Sätze 2 und 8 Spezialisierungen des Weylschen Kriteriums. Als 
weitere Anwendung beweisen wir mittels des Weylschen Kriteriums einen Gleichver- 
teilungssatz von W. Maak (s. [12]). Dieser Satz stellt insofern ein Gegenstück zu den 
Gleichverteilungssätzen der vorliegenden Arbeit dar, als es sich bei ihm um eine Gleich- 
verteilung einer Gruppe X in das direkte Produkt X ® X handelt. Wir formulieren 
gleich eine etwas erweiterte und verschärfte Fassung. 


Wir schreiben vorübergehend die Funktionen auf dem direkten Produkt X ® X 
mit den Argumenten, also f(x, y) statt f. Ist A(x, y) eine Menge von Funktionen auf 
X@®X, so soll A(y, x) die Menge aller Funktionen f(y, x) bedeuten, für die f(x, y) in 
A(z, y) liegt. Hierbei bedeutet /(y, x) jene Funktion auf X ® X, die an der Stelle (x,, %ı) 
den Wert f(y,, &,) annimmt. Analog seien A(xz”!, y’*!), A(z, y”!) usw. definiert. Eine 
Funktion f(x, y) heiße symmetrisch, wenn f(z,, Yı) = f(Yı, 2) für alle (x, yJEX®X 
gilt, und schiefsymmetrisch, wenn f(z,, 9) = f(yi', 27‘) für alle (x,y,)EX®X gilt. 
Es sei 5 (x, y) die Menge aller fp. Funktionen auf X ® X und M, „der zugehörige Mittel- 
wert, sowie M, der Mittelwert auf $(z). 


Satz 15. Es sei A(x, y) ein voller Modul in (x, y) und die Abbildung p von X 
in X © X durch p(x) = (x, x) für alle x € X definiert. Es ist p dann und nur dann eine 
(Az, y), M,,; ®(2), M,)-Gleichverteilung von X in X® X, wenn (a) die Menge 
W(x, y) = Ur, y) n Wly, x) nur aus symmetrischen Funktionen besteht, unter denen 
(b) keine (eindimensionale) reelle nicht konstante Darstellung von X ® X vorkommt. Wenn X 
keinen Normalteiler vom Index 2 besitzt, fällt die Zusatzbedingung (b) weg. 


Beweis: Entsprechend $ 2, (7) gelte 


Az,y) = F D’la) 8 D’ly). 


(A, 2) € L, 


Aus der algebraischen Charakterisierung eines vollen Moduls erkennen wir, daß mit 
A(z, y) auch A(y, x) und daher auch W’(x, y) ein voller Modul in %(z, y) ist. Es gelte 


Wlz,y) = Z DA) BSDd'’y). 


(A,A)EL, 
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Es seien nun die Bedingungen (a) und (b) erfüllt. Wir zeigen zunächst, daß für 
alle (A, A’) € L, die Darstellungen D”(x) und D”)(y) eindimensional sind. Wäre nämlich 
etwa s; > 1, so wäre d(P (x) d(%’(y) in W'(x, y) enthalten, also 


di (x) dA’(y) = AA’(z) AP(y) für alle (,yJEX®X. 


Wegen der linearen Unabhängigkeit der Koeffizienten irreduzibler Darstellungen folgt 
daraus A = A’ und d{?(z) = d{? (x). Dann wäre aber D'”(z) singulär, was einen Wider- 
spruch ergibt. Gleichzeitig sehen wir, daß 

Wlz,y) = 2 Da) oO D”"(y) 


(A,A)EL, 


gilt. Wäre A = % für (A, A) € L,, aber A +1, so wäre D‘” reell nicht konstant, also 
D‘®(x) D'”(y) eine reelle nicht konstante in W'(x, y) enthaltene eindimensionale Dar- 


stellung von X ® X, was ausgeschlossen ist. Es gilt also A + A für alle von (1,1) ver- 
schiedenen (A, A) € L,. Wir behaupten, daß auch für alle von (1, 1) verschiedenen (A, A’) €L, 


die Ungleichung 4’ + A zutrifft. Gilt nämlich A’ = 4 für ein Indexpaar (A, A) € L,, so 
enthält der volle Modul A(z, y) in $(x, y) zusammen mit dem Modul D'®(z) ® D”(y) 
auch den Modul D'”(x) &® D'”(y), also ist der Modul D°(z) 8 D”(y) in W(z, y) 
enthalten und nach dem eben Bewiesenen A=4/=1. 

Die Koeffizienten des Moduls {D®(z) 8 D*%(y): (A, A) €L,} irreduzibler Dar- 


stellungen bilden ein Hauptsystem von W(x, y). Nach dem Weylschen Kriterium brauchen 
wir nur zu zeigen: 


(41) 2, (die (2) di (y)) = M,(dir (a) di (R)) für alle (A, A) EL,. 


Dies ist für (A, A’) = (1,1) automatisch erfüllt. Für (A, A’) + (1,1) erhalten wir wegen 
(5) und #’ + auf beiden Seiten Null, w. z. b. w. 

Nehmen wir nun an, die Abbildung 9 sei eine (AX(z, y), M,,; &(2), M,)-Gleich- 
verteilung von X in X ® X. Dann muß wieder (41) gelten. Dies ist dann und nur dann 
der Fall, wenn aus (A, A’) € L, und (A, A’) + (1,1) die Ungleichung A’ + } folgt, da sonst 
M,,(d(z) d®(y))=0, aber M,(di(x) dö(z)) = n wäre. Insbesondere muß das für 
(A, A’) €L, gelten, da W'(z, y) in X(x, y) enthalten ist. 

Wir zeigen wieder, daß dann für (A, A) € Z, die Gleichungen A = 4) und 
s = 1 gelten. Mit dem Modul D”(z) &® D”(y) ist nämlich auch der Modul 
DIE) OD»(y) in W(x,y) enthalten und ebenso jeder Koeffizient des Kronecker- 
produktes [D®(x) ® D*’(2)] 8 [D®(y) © D*%(y)]. Wir denken uns D%(z) & D(x) 
ausreduziert. Enthält dieses Kroneckerprodukt eine irreduzible Darstellung D’’”(x), so 
ist DA) @ DAY) in W(z,y) enthalten und daher A’ =4. Es enthält daher 
D®(x) & D(z) nur triviale Darstellungen von X. Infolgedessen ist A’ = A und, wenn 
wir den Charakter von D((x) mit x®(x) bezeichnen, y'?(x) - y®(x) = s?. Daraus folgt 


= M,( 2 aa) at) = zu. a) 


En 
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also s; = 1. Wir erhalten also wieder 


Wlz,y)= Z DUıd)JODdD’y (a=1 für (A, A)€L,). 
(A,A)EL, 
Hieraus ersehen wir unmittelbar, daß W’(z, y) nur symmetrische Funktionen enthält. 
Wäre f(x, y) €W(x, y) eine reelle nicht konstante Darstellung von X ® X, so wäre 
diese Darstellung eindimensional, also irreduzibel, d. h. f(x, y) = D'®(x) D(%(y) mit 
A #1, (A, A) € L,. Dann wäre aber M, ,(D'”(z) D'”(y)) = 0 und M,(D®(x) D®’(z))=1, 
was auf einen Widerspruch zur Voraussetzung führt. 


Daß ein Normalteiler von X vom Index 2 die Existenz einer reellen nichtkonstanten 
(beschränkten) eindimensionalen Darstellung von X und damit einer solchen von X® X 
zur Folge hat, ist klar. Wir brauchen nur mehr das Umgekehrte zu zeigen. Es sei D(z, y) 
die Darstellung. Dann ist D(x,y) = D(z,e) D(e,y), wobei D(x) =D(xz,e) und 
D’'(z) = D(e, x) Darstellungen von X sind. Beide sind reell, mindestens eine von ihnen, 
etwa D(x), ist nicht konstant. Die Elemente x € X mit D(x) = 1 bilden einen Normal- 
teiler vom Index 2 in X. Satz 15 ist damit vollständig bewiesen. 


Offenbar ist für die Gleichverteilungseigenschaft der Abbildung p die Tatsache 
wesentlich, daß in der Zerlegung des vollen Moduls X(x, y) in eine direkte Summe 
irreduzibler Moduln nie das Kroneckerprodukt einer nicht trivialen irreduziblen Dar- 
stellung mit der zu ihr konjugierten auftritt. Dies ist insbesondere der Fall, wenn wir 
von vornherein von zwei sogenannten unabhängigen Darstellungen D'®, D‘*) ausgehen, 
d.h. wenn die von D'” und D“?) erzeugten vollen Moduln X, = 5 D” und A, = 5 Dd'” 


A,elL, Ael, 
in 7% nur die Konstanten gemeinsam haben. Der von W,(x) und A,(y) gemeinsam erzeugte 


volle Modul in %(z, y) ist offenbar der volle Modul 
Ary)=3 ZD"(e) ED" ly); 


4, EL, }z €L, 


auf diesen Modul trifft daher die Aussage von Satz 15 über 9 zu. Dies ist der Inhalt der 
ursprünglichen, von W. Maak mit Hilfe eines Ergodensatzes bewiesenen Formulierung 
des Satzes. Ein voller Modul, der erst durch die hier verwendete Formulierung erfaßt 
wird, ist beispielsweise die Algebra 


Ur, y) = & {uexp (Zuin(z + y))) 


aller stetigen symmetrischen Funktionen auf der zwei-diınensionalen Torusgruppe. 


Korollar 15.1. /n Satz 15 kann 9 durch die Abbildungen g'(x) = (azb, cxd) 
(a,b,c,dE€ X, konstant) und g'(xz) = (x!, x!) ersetzt werden. 


Beweis: Dies folgt unmittelbar aus 
M ,„‚(Iz, y)) zu; M,„v (flazb, cyd)) vun M,,Ha}, y2)). 


Wir können diese Aussage noch vervollständigen: 


Korollar 15. 2. Es sei A(xz, y) ein voller Modul in %(z, y) und die Abbildung y 
von X in X ® X durch y(x) = (x, x!) definiert. Es ist y dann und nur dann eine 
(Az, y), M „‚;d(2), M, )-Gleichverteilung von X in X® X, wenn (a) X (z,y) = Az, y) "Ay, x) 
nur aus schiefsymmetrischen Funktionen besteht, unter denen (b) keine eindimensionale reelle 
nicht konstante Darstellung von X ® X vorkommt. Wenn X keinen Normalteiler vom Index 2 
enthält, fällt die Zusatzbedingung (b) weg. 








a Oo 
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Beweis: Es sei wieder 


Ursy)- 2 DA)ODy). 
(1,2) EL, 
Es ist y dann und nur dann eine (X(x, y), M,, „> &(z), M,)-Gleichverteilung von X in 
X®X, wenn für (4, A)€L, und (4,4) # (1,1) 


M, (div (2) di (a')) = 0 


gilt, also dann und nur dann, wenn die Abbildung 9 aus Satz 15 eine 
(Az, y-'), M,,; 8(x), M.)-Gleichverteilung von X in X ® X ist; hierbei ist 
AUryı)= FE Da) 8 DyT') 
(A, 0) EL, 
= Z WED") 

(AR) EL, 
wieder ein voller Modul in %(z, y). Nach Satz 15 ist das genau dann der Fall, wenn 
Az, y') n Ay, 2°) = WUx, y-') nUly-!,x) nur symmetrische Funktionen enthält, 
unter denen keine reelle nicht konstante Darstellung von X vorkommt (es ist 
Aly, 2!) =Wly-!, x) nach Satz 1. e)). Nun ist f(x, y!) genau dann in A(z, y-!) nYX(y-!, x) 
enthalten, wenn die Funktion f(x, y) in Az, y) n X(y, x) enthalten ist. Außerdem ist 
f(z, y-!) = f(y, #°!) für alle (x, y)EX®X äquivalent mit f(z,y) = f(y-!, x!) für 
alle (x, yJEX®X. Es ist also y genau dann eine (A(z, y), M,,;®&(2), M,)-Gleich- 
verteilung von Xin X ® X, wenn W(z, y) = W(z, y) n W(y, x) nur schiefsymmetrische 
Funktionen enthält und für kein f(x, y) €W(x, y) die Funktion f(x, y-!) eine reelle 
nicht konstante Darstellung von X ® X ist. Das letzte ist genau dann der Fall, wenn 
bereits f(x, y) eine reelle, nicht konstante Darstellung von X ® X ist, so daß die Be- 
hauptung folgt. 

Die Aussage über y von Korollar 15. 2 ist wieder zutreffend, wenn (x, y) der 
durch zwei unabhängige irreduzible Darstellungen von X erzeugte volle Modul in 
d(z, y) ist. 

Bemerkenswert ist noch, daß der Gleichverteilungssatz von Maak (der auch auf 
das direkte Produkt von mehr als zwei Exemplaren von X erstreckt werden kann) und 
Korollar 2. 2 der vorliegenden Arbeit auf verschiedene Verallgemeinerungen des gleichen 
Satzes zurückgehen, den wir für zwei Dimensionen folgendermaßen formulieren können 
(s. [45], Satz 4): 

Sind &, und £, zwei reelle Zahlen mit der Eigenschaft, daß für jedes Paar ganzer Zahlen 
(n,, 2) # (0,0) die Ungleichung 


(42) n,&ı + n2&; #0 (mod 1) 


besteht, so gilt für jede stetige komplexwertige Funktion f(x, y) zweier reeller Veränderlicher 
mit der Periode 1 in x und y 


(43) [Shane in; Ze, 18). 


Da £, und £, irrational sein müssen, gilt bei zweimaliger Anwendung des gleichen, 
für eine Dimension formulierten Satzes, 


11 


(44) f f(x, y) dedy = lim A Jim lim — - 3 ® I{m£,,n&,)|. 


j>» n=1l1m=1 
00 
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Fassen wir hier nach (42) exp (2rnim£&,) und exp (2rin&,) als unabhängige Dar- 
stellungen der Gruppe G der ganzen Zahlen und f(m£,, n£,) als fp. Funktion auf G®G 
auf, so niramt der Satz unter Berücksichtigung der Gleichheit der rechten Seiten von 
(43) und (44) eine Form an, deren direkte Verallgemeinerung der Gleichverteilungssatz 
von W. Maak ist. 

Fassen wir jedoch exp (2ri(mx + ny)) bei festem (m, n) als Darstellung der zwei- 
dimensionalen Torusgruppe auf, so erhält der obige Satz folgende Form: 

Ist (£,, &) ein Element der Torusgruppe R,, das in keiner irreduziblen nicht trivialen 
Darstellung durch 1 dargestellt wird, dann sind die Potenzen von (£,, &,) in R, gleichverteilt. 

Von dieser Fassung ausgehend, wurde der Satz zunächst von Eckmann auf kom- 


pakte Gruppen übertragen (s. [2], Satz 8). In Weiterführung dieser Verallgemeinerung 
gelangten wir zu Korollar 2.2 und Korollar 8.2 der vorliegenden Arbeit. 


Wir gehen zum Abschluß auf eine Verschärfung eines Gleichverteilungssatzes ein, 
der es ermöglicht, unter bestimmten Voraussetzungen aus einer Gleichverteilung eines 
direkten Produktes von Untergruppen von X in X eine Gleichverteilung der Menge P 
aller natürlichen Zahlen in X abzuleiten (s. [3], Satz 1). Es sei & die Menge aller be- 
schränkten komplexwertigen Funktionen f auf P, für die der Grenzwert 


Ai) = im — 2/0) 


ga>@ i 


existiert. Nach dem Weylschen Kriterium ist & vollständig und A ein beschränktes lineares 
Funktional auf £, das außerdem monoton, normiert und im Sinne der Addition in P 
invariant ist. Mit n Exemplaren P; und &,; von P bzw. 2 (i=1,...,n) bilden wir den 


von II 2; erzeugten Banachraum %,,,. beschränkter komplexwertiger Funktionen auf 
i=1 
dem direkten Produkt P,®:::'® P,„, d.h. die abgeschlossene lineare Hülle der Menge 
aller Funktionen von der Form IT fi(p:) (fi€ 2,) im Banachraum aller beschränkten 
i=1 


komplexwertigen Funktionen auf ® P.. 


i=1 
Hilfssatz 11. /st (i,,.. ., in) eine beliebige Permutation der Indexfolge (1,...,n), 
so existiert für jede Funktion fER,,...,n 


er ‚A a 
(45) A, = lim — 2 |...lim — 3 f(Pn--» Pa)... 
1>@ 19,-1 >» n,-1 
und es gilt 
A: 


ieruig = de. (2... 
Beweis: Nach dem Weylschen Kriterium brauchen wir die Behauptung nur 


für die Funktionen von der Form f(pı, - - -, 7) = II fı(p.) (fi € 8) zu zeigen. 
i=1 


(Wir können beispielsweise als X, die Menge aller (pı, - - -, Pr) € ® P, mit 


i=1 


12p,<ol(k=1,..,k,—1), ı1<sp,sık=k), 1=p, (k=k,+1,...,n) 


nehmen; ferner sei p, die identische Abbildung von X, in ® P,, sowie WM, die Beschrän- 


i=1 








ei- 
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kung von 8, ,. auf X,; das Funktional ®, sei für M, ähnlich wie (45) definiert, und 7 
sei die Menge aller Ordnungszahlen von 1 bis no; daß die in Definition 2 und im Weyl- 
schen Kriterium gemachten Voraussetzungen für alle r€ 7 erfüllt sind, ist mittels 
transfiniter Induktion nachweisbar). Für diese Funktionen ergibt sich sofort 


oe Re 
lim — 3 |--- im EM.) | 


h>%© 19,1 >» a 


FR 
= II lm a R; fi 2) & 
i=1 1, >o Tp;=1l 


Offenbar ist A,, ,. wieder ein monotones, normiertes und im Sinne der Addition 
n 


in ® P; invariantes lineares Funktional auf &, .- 


i=1 
n 
Satz 16. Es sei rn, ,. eine Abbildung von P in ® P;, die folgenden Bedingungen 
i=1 
genügt: 
Es existiere eine Folge von Quadern Q® = {(p,,...„.p,)E® P,:1<p, <q} und 
i-=1 


eine Folge natürlicher Zahlen m“ derart, daß 





(46) Q® << {m,,.„(Pd: ASp<sm®) 
(47) lim g® = oo für i=A,...,n 
k>o 
(k+1) 
(48) ng 
k>o IT g® 
i=1 


Dann ist rn, eine (8,,...n, Aı,...n; 2, A)-Gleichverteilung von Pin ®P.. 
i=1 
Beweis: Wir wenden wieder das Weylsche Kriterium an und schreiben 5 f(pı,---, Pn) 
1sp=S% 


4ı In n 
en = P.)- Es seifEL,.... ferner f(p,,- - -, P.) = II f;(p.) und || f|| >0, 

M=1l Pp=-1 | 
also 


A. =M [im 4 &hioo] - 


i=1l,>o Tip=-1 


Wir können wegen (47) k so groß wählen, daß bei beliebig vorgegebenem e > 0 





RÜ 
(49) Au e 3.1) 
ge 4... d- 5.5 P2 fp»- 2. pP) 





I (l) 
II q\ 1<sp <a; 


i=1 I 


<z für alle 1>k 


wird. Wegen (48) können wir k so groß wählen, daß außerdem gilt: 


(+1) 
(50) _ 


<a für alle 1> k. 
II g® B I Al 


Journal für Mathematik. Bd. 208. Heft 1/2 3 
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Es sei nun m > m“® beliebig gegeben und 1 > k derart bestimmt, daß 
(51) m” < m < m!'*» 


ist. Dies ist stets möglich, da aus (48) lim m” = & folgt. Dann gilt 


k>o 


1 Iren, m — 


| m „= 1 








| 
92 pn --+ Pu) 
I1g® 1= Sp; <q ® | 


| i=1 | 


s en b.. )m &fen,,...(p) 














0) Mp 
Id | 
1 m | 
+ n Pe: P2 Ku Po) 
II g" p=1 1< p; su | 
i=1 | 
m(+1 ) +1) 
s(7——-1\1lfll+ I 
II q® I1g® 
i=1 i=1 
_ 28 
3 . 


Die zweite Ungleichung folgt aus (46) und (54). Mit Rücksicht auf (49) folgt daraus 
weiter 


m 


4... - z/ 2....(P)| <e für allem > m®, 
p= | 


also 
A,....„M) = Alfen,,....), w.z.b.w. 


Korollar 16.1. Für jede Funktion [€ &,,., gült 


ra 
Dim L = Mn: Po): 
1sp,<k 


k>o» 
Beweis: Wir setzen Q® = {(p,,...,P.): ASpı<k, i=1,...,n}. Weiter setzen wir 
(4) =(1,...,1) und definieren, wenn x, „(p) für i<ps < kr bereits bestimmt ist, 
‚ für k" < »< < (k + 1)” so, daß gung — = {n,,...„(pP): k"<p<s(k+ 1)"} ist. 
Wan wir m” = k* setzen, sind (46), (47) und (48) erfüllt, daher ist nach Satz 16 


A,,...„(f) = lım =- 21» o7%,,...n(pP). Für die Unterfolge mit m = k” ergibt sich die 


Behauptung. 

Es sei wieder {X;: i=1,...,n} ein System von Untergruppen der Gruppe X, 
sowie %; die Menge aller fp. Funktionen auf X; und M; der zugehörige Mittelwert. Außer- 
dem sei %,,..,„. die Menge aller fp. Funktionen auf dem direkten Produkt ® X, und 

i=1 


M,,.... der zugehörige Mittelwert. 
Hilfssatz 12. Es sei für i=1,...,n die Abbildung n, von P in X, definiert durch 
a(p)= „€; 
und die Abbildung (r;) = (R,, : : -,,%) von ® P; in ® X, durch 


i=1 i=1 


(2, ei. 7.) (Pı, DIE P.) — (2,2, en Eup)* 
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Ist für i=1,...,n die Abbildung n; eine (%:, Mi; 2, A)-Gleichverteilung von P in X,, 


n 


dann ist (r,,...,7,) eine (Fı..m Mı..ns Su... Aı,..,n)-Gleichverteilung von ® P; 
” i=1 
in ®X.. 
ia 
n 


Beweis: Es sei D'” eine beschränkte irreduzible Darstellung von ® X,. Dann ist 
i=1 


D»(e,...,e,%,e,...,e) = D(”(z,) eine beschränkte Darstellung von X, und 
D®(x,...,2,) = D’(z,)-- D%(z,). Außerdem gilt 


M,,...„(D”) = II M ,‚(D”) = II AD” 7) 


i=1 i=1 
n 
» 
e Au... (1 Di ) °,) 
i=1 


_ deu (D ® (2,, ... 7,))- 


Da die Koeffizienten beschränkter irreduzibler Darstellungen ein Hauptsystermn von 
%ı..... bilden, folgt nach dem Weylschen Kriterium die Behauptung. 


PERET 


Unmittelbar aus den Definitionen 1 und 2 folgt: 


Hilfssatz 13. a) /st 9, eine (M,, D,; M,, D,)-Gleichverteilung von X, in X, und go, 
eine (M;, D,; Mz;, ®,)-Gleichverteilung von X, in X,, dann ist p, o 9, eine (M,, D,; M;, ©®;)- 
Gleichverteilung von X, in X. 


b) /st {p,: rE T} eine asymptotische (M,, D,; M,, D,)-Gleichverteilung von X, ın X, 
und ist für jeden Index € T auch y} eine (M,, D,; M/, ©/)-Gleichverteilung von X, < X, 
in X,, dann ist {p, op: rE T} eine asymptotische (M,, D,; M;, D/)-Gleichverteilung von 
X, in X.. 
Ist also die früher definierte Abbildung 9,,.,. eine (M, d; %,,...., Mi...) 
Gleichverteilung von ® X, in X, dann ist nach Hilfssatz 12 9, „ne (RM, - - -, 7) 
i=1 n 
eine (M, ©; 8, A,,...„)-Gleichverteilung von ® P,; in X, und nach Satz 16 ist 
i-1 
Pı...ne(R,.:,7,) 07... eine (M, ©; %, A)-Gleichverteilung von P in X. In Ver- 
bindung mit Korollar 16. 1 erhalten wir: 


Satz 17a. Es sei die Abbildung yY,,.,. eine (M, ®; F,,...n, Mı...„)-Gleichver- 


n 

teilung von ® X, in X, und für i=1,...,n sei die durch n,(p) = x,, definierte Ab- 
i=1 

bildung rn, eine (?5:, M;; 2, A)-Gleichverteilung von P in X,. Dann gilt für jede Funktion 


EM 


N) 


rk 
®(f) = lim % E f(2ı,». ... Eup)* 
k>» 1sp,<k 


Es sei weiter {X,: o€ R} ein System von Untergruppen von X. Wir definieren 
Pa Be und u analog wie oben. Wenn wir in den Indexsystemen (Po,,- - -, 0, 
wie in $4 eine Teilordnung einführen, ergibt sich in Ergänzung zu Satz 17a: 


Satz 17b. Es sei 
N e- (0;) € (R)} 
)-Gleichverteilung von ® X, in X, und für 
eEeR 


jeden Index gE RR sei die durch a,(p) = x,,€ X, definierte Abbildung r, eine (5, M ,; %, A)- 
3* 


eine asymptotische (M, D; &,,...on, M 


O1 -:»+@n 
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Gleichverteilung von P in X,. Dann gilt für jede Funktion [EM 


: . 
DM = lim | lim zn, 2 Man zn]. 


Fe 1sp,<k 
Beweis: Nach Hilfssatz 13, b) und Hilfssatz 12 ist Wi. (nr, ..,7,):(0) E(R)} 
1..@n? Zen....e„) Cleichverteilung von RE in X. Nach 
Satz 16 und Hilfssatz 13, b) ist {P,... Far 7%) Rar..on: (9) E(R)} eine 
asymptotische (M, ©; 2, A)-Gleichverteilung von P in X. Durch spezielle Wahl von 
n „ wie in Korollar 16. 1 ergibt sich die Behauptung. 


01.» @ 


eine asymptotische (M, ©; &,, 


Wir wenden dies auf eine Abelsche Gruppe an. 


Korollar 17.1. Es sei {x,:o€ R} ein System die Abelsche Gruppe X erzeugender 
Elemente und R® = {(o,) €(R)} ein Netz von Indexsystemen. Dann gilt für jede Funktion 


f€35 
‘ . * 1 
(52) M(f) = lim | im LE 3 fla--- | x 


N k>o 1sp,<k 


Beweis: Es sei X, die von x, erzeugte zyklische Untergruppe von X. Dann ist X, 
endlich oder isomorph zur additiven Gruppe der ganzen Zahlen und in beiden Fällen 


(vgl. [11], $ 28) 


Mi) = mt 3 fa?) für alle f€%,, 
k> 


er 


d.h. die durch z,(p) = a3 € X, definierte Abbildung x, ist eine (%,, M,; 2, A)-Gleich- 

verteilung von P in X. Da die Gruppe durch U X, schlechthin erzeugt wird, ist nach 
eEeR 

Korollar 11. 1 das Netz ER (0,) € (R)} eine asymptotische (%, M; %,,,.. EN 5 


en? 01 
Gleichverteilung von ® X, in X. Aus Satz 17. b folgt dann die Behauptung. 


eEeR 
Wir betrachten als Illustration zu Korallar 17. 4 die additive Gruppe der rationalen 


Zahlen. Ein erzeugendes System von Elementen ist die Menge aller Brüche e ‚ wobei 


nun p; die i-te Primzahl und n; eine beliebige natürliche Zahl bedeuten soll. Wir können 


die Formel (52) hier folgendermaßen vereinfachen: es sei X, die zyklische, von —, 
II pi 
i=1 


RR . i 
erzeugte Untergruppe. Sie wird auch erzeugt von den m” Elementen —, mit 1sısm 
Pi 


und 1 <n, < m. Nach Korallar 10. 2 ist die Folge {M„: m=1,2,...} ein gegen M (%) 
konvergierendes Netz von Funktionalen. Also gilt für jede Funktion FE 


' ae q 
M() = lim | lim 2/5 —\|- 
m>o Ik>o gq=1 II p} 


i=1 
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Anwendungen unendlich kleiner Zahlen. 


II. Ein Zugang zur Operatorenrechnung von Mikusinski. 


Von Detlef Laugwitz in Darmstadt. 


1. Vorbemerkungen. 


Die Operatorenrechnung, von O. Heaviside eingeführt und in Anwendungen erprobt, 
stellt eine von der Distributionstheorie verschiedene Verallgemeinerung des Funktions- 
begriffs dar. In der Gestalt, die Mikusinski [2] der Operatorenrechnung gegeben hat, 
erscheinen die Operatoren als „Quotienten‘‘ von Funktionen, wobei diese Quotienten- 
bildung die Umkehroperation der Faltungsmultiplikation f%*g von Funktionen ist, 
welche für t > O0 definiert (und etwa stetig) sind: 


(1) f*g = hit) = [ ft — v) g(r) dr. 


Die Faltungsquotienten, die damit formal algebraisch eingeführt sind, sind aber i.a. 
selbst keine Funktionen. 

Wie in Teil I für die Distributionstheorie, so wollen wir hier für die Operatoren- 
rechnung eine andere Begründung geben. Wir gehen dabei wieder von den 2-Zahlen 
aus und werden zeigen, daß sich alle Operatoren als Funktionen über diesen Zahlen 
darstellen lassen, so daß auch hier keine Verallgemeinerung des Funktionsbegriffes 
benötigt wird. Man erhält damit auch anschauliche Deutungen für solche Operatoren, 
die in Mikusinskis Theorie nicht durch Funktionen darstellbar sind. Außerdem ergibt 
sich eine Methode zur Berechnung von Faltungsquotienten, d.h. zur Auflösung der 
Integralgleichung (1) nach g. 

Unsere Methode wird darauf beruhen, daß wir stetige, für t > 0 definierte Funk- 
tionen durch Treppenfunktionen zu unendlich kleiner Schrittweite ersetzen, die sich 
unendlich wenig von den stetigen Funktionen unterscheiden. Wir wollen für zwei für 
t=0 definierte Funktionen definieren: 

fg genau dann, wenn eine monoton nicht fallende unendlich kleine Funktion 
e(t) (> 0) existiert, so daß 

iO —gW| Se) 
für alle positiven endlichen t ist. 

Diese Äquivalenzrelation ist verträglich mit Addition und Faltungsmultiplikation, 
falls die Integrale 


Ira lar, Slewlar 
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endlich sind: Aus ff, gzg folgt f/+g = f+gundf*g=fx2. Ist nämlich 
io—tW|< el), 
lest) —glt)| S e;(t) 
(e;(t) monoton nicht fallend, unendlich klein), so folgt 
(2) If) + gt) — (fl) + EW)| < eılt) + &r(t) 


und fürk=fxg,h=/x8 


Ih) — hi] = Sr ns de — [fu — 9) 89) dr 


= J (ft — r) — fit — 7) g(7) dr — [I — 7) (g(7) — g(r)) dr 


< al) [letnldr+ a im dr, 


also 
(3) | h(t) — ht)| = ZUUF] \st)|dr+ af | fo) | dr + teı(t) &e(t). 


Die rechten Seiten von (2) und (3) sind unendlich klein und monoton nicht fallend, was 
zu beweisen war. 


2. w-Treppenfunktionen. 


Eine normale Funktion f(t) heiße eine Treppenfunktion zur Schrittweite ®, kurz 
eine &-Treppenfunktion, wenn sie in den Intervallen N» <t<(N +1)» jeweils 
konstant ist und für t < 0 verschwindet. Genauer: 

ft) ist für alle »-Zahlen t erklärt durch 

ft) = fr für No<t<(N+1)o 

ft) =0 für t<0; 
dabei it N=N,20 eine ganze und f, =fox, eine beliebige 2-Zahl. In den Sprung- 
stellen t = No selbst kann der Funktionswert beliebig sein, z. B. gleich f,. 

Es sei F(t) eine für reelle t > 0 erklärte reellwertige Funktion. Wir ordnen ihr eine 
o-Treppenfunktion f(t) zu, für welche F = f gilt, die also von F nur unendlich wenig 


abweicht, falls # im gewöhnlichen Sinne stetig ist. Dazu erweitern wir F zunächst durch 
stetige Fortsetzung ([1], Nr. 3) auf alle 2-Zahlen t > 0 und setzen dann 


[x = F(No). 


Wir müssen unter Voraussetzung der Stetigkeit im gewöhnlichen Sinne von F noch 
zeigen, daß F = f ist. Sei t reell; dann gilt im abgeschlossenen Intervall 0 <r<t, daß 
es eine unendlich kleine Zahl e(t) gibt, so daß | F(r) — F(r)| seit) für | r— | <o 
ist. e(f) ist monoton nicht fallend, unendlich klein und erfüllt 


IF —f)]|< elt). 


Wir werden uns im folgenden nur noch mit Treppenfunktionen zur Schrittweite & 
befassen; diese sollten für alle Fragen der Praxis, in denen die mögliche Genauigkeit ja 
sogar endlich und nicht unendlich klein ist, ausreichen. 
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Damit eine &-Treppenfunktion normal sei — was wir ja stets voraussetzen —, muß 
die n-te Komponente f,,,(t.) des Funktionswertes f(t,) nach der Definition der normalen 
Funktionen ([1], Nr. 3) allein von n und t, abhängen. Wegen N,® <t<(N +1)o 
folgt N, < nt <(N„ +1) fürn n,, und N, ist als größte ganzrationale Zahl < nt, 
eindeutig durch n und ti, bestimmt. Die ®-Treppenfunktion ist also normal genau dann, 
wenn /„y,(t.) allein von n und N, abhängt, d.h. wenn f,,,(t) = f„x, ist. Diese Bedingung 
ist z. B. erfüllt, wenn die ®-Treppenfunktion f(t) Approximationsfunktion einer reellen 
Funktion F(t) ist; dann ist f(t) = fox, = (7) und Inx, = r (52) also in der Tat 
nur von N„ und n abhängig. 

Eine Zuordnung, durch die jeder nichtnegativen ganzen 2-Zahl N, eine 2-Zahl fox, 
entspricht, möge eine normale Folge heißen, wenn die n-te Komponente f,,, nur von n 


und N, abhängt; wir schreiben für sie dann /,,,. Für spätere Zwecke beweisen wir das 


Lemma. Zwei normale Folgen fox, Sax, Stimmen dann und nur dann gliedweise über- 
ein (fax, = 8ax, für alle N,), wenn es eine ganzrationale Zahl n, gibt, so daß fnm = Enm 
fürn Zn, und alle ganzrationalen m gilt. 


Es ist klar, daß die Existenz eines solchen n, hinreichend für die Gleichheit der 
Folgen ist. — Gäbe es nun kein solches n,, so könnte man eine aufsteigende Folge n; 
von ganzrationalen Zahlen und Zahlen m, = N, finden, so daß f, m; # 8n,m, 18t. Dann 
wäre aber für N, mit N,, = N,, auch fox, # 8ax,, entgegen der Voraussetzung. 

Im folgenden werden alle »&-Treppenfunktionen als normal vorausgesetzt; von den 
bewiesenen Eigenschaften normaler Folgen wird häufig Gebrauch gemacht werden, auch 
ohne daß dies jedes Mal explizit ausgesprochen wird. 

Wir erklären den Differentialquotienten einer »-Treppenfunktion durch den Diffe- 
renzenquotienten zum Zuwachs wo: 


AUF 





ftt) — fit — o) 
0) f 
Es ist also 


f() = [x —e für No <t<(N+1)o 


(dabei ist f_, = 0). Alle »-Treppenfunktionen besitzen einen Differentialquotienten, 
und dieser ist wieder eine »-Treppenfunktion. Für den so erklärten Differentialquotienten 
gelten folgende Regeln: 

a) Aus f’(t) = 0 folgt f(t) = const. 

Denn es ist /y = fx_ı für alle N. 

b)i+=f+tE, 
wie aus der Definition unmittelbar klar ist. 


c) deu) - EU -M—- El) 


[07 
„ W-RZI g+1—a) 
= f(t) gli) + gl) Ft — 0). 


Entsprechend erklären wir das Integral einer &-Treppenfunktion: 


glt) — gt — @) 


[09 


t N 
[tod)dr= fo für No<t<(N+1)o. 
0 


def 0 
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Wir beweisen kurz den Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung: 


(100) - 4 (Eno-"Ehe) 1-10. 


N 


Die Regeln für die Integration von Summen und Produkten folgen wie üblich. — Die 
so erklärte Differentiation und Integration führen aus dem Bereich der »-Treppen- 
funktionen nicht heraus. 


3. Faltung von w-Treppenfunktionen. 


Es seien f und g zwei »-Treppenfunktionen; das Faltungsprodukt h=fxg er- 
klären wir durch 


N 
(4) hi) u Zhn-60 für No <t<(N +1). 
Für /(t) =1 gilt 
t 
Van =UR“NnW = SIddr 


mit dem in Nr. 2 erklärten Integral. 

Iti=Nv, N>0, ganz, so ist f(t— r) g(r) eine »-Treppenfunktion von r, und 
in diesem Falle stimmt unsere Faltung mit dem im Sinne von Nr. 2 genommenen Inte- 
gral t 
Ste—msd dr 
überein. 

Durch Umbenennen des Summationsindex in (4) folgt 


Ixg=gx*T. 
Etwas weniger selbstverständlich als diese Kommutativität des Faltungsproduktes ist 
die Assoziativität: 
(xg9)xh=fx(exh, 
wobei f, g, h wieder drei beliebige »-Treppenfunktionen sind. Si No <t<(N +1) o; 
dann ist mit der Substitution k—I=N—r 


N N k 
(xg)xh = 246 * g),hy_ı® 2 3 fı-ı8ı[hn_r®? 


=01=0 


N r 
= In 2 Sıhr-ı a®=fx(g*th), 


r=0 


was zu beweisen war. — Da offenbar auch die Distributivität gilt: 
Ix@+M=Ixg+/ixh, 


bilden die »-Treppenfunktionen bei Addition und Faltungsmultiplikation einen kommu- 
tativen Ring. In diesem Ring existiert ein Einselement der Multiplikation, ö, mit 


Ix0=f 
für alle &-Treppenfunktionen f. Dafür gilt die Bedingungsgleichung 
N 
2 d,-ıh® = Im 
k=0 


Journal für Mathematik. Bd. 208. Heft 1/2 
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und daraus folgt als notwendig und hinreichend für 6: 


(5) .=-0-4; öy =0 für N>0. 

Das Einselement ö der Faltungsmultiplikation ist also diese Deltafunktion, die der 
Diracschen entspricht. 

Ein einfacher, aber wichtiger Satz ist die Nullteilerfreiheit des Ringes der &-Treppen- 
funktionen (der entsprechende „Satz von Titchmarsh‘ in der Theorie von Mikusinski 
liegt wesentlich tiefer): 

Aus f%*g = folgt, daß mindestens eine der beiden Funktionen f,g identisch ver- 
schwindet. 

(Dabei beziehen sich alle Aussagen natürlich auf Intervalle No <t<(N +1)ow, 
da die Funktionswerte in den Punkten t = No ja willkürlich sind.) 

Wäre nämlich /*g = 0, aber f nicht identisch 0, also etwa /y, #0, f; = 0 für 
k< N,, so folgte aus (4) fürN=N, 

In. = 
also gg =0 und für N>N, 
N N 
0 = Zfr8x-. = Ingn-m.t+ 2% 8 
k=0 k=N.H+1 


und daraus g,_xy, = 0, also g(t) =0. 

Wegen der damit bewiesenen Nullteilerfreiheit kann man im formal-algebraischen 
Sinne den Quotientenkörper dieses Ringes bilden. Dessen Elemente sind die „Faltungs- 
quotienten‘“ g = v. wobei diese Gleichung nichts anderes bedeutet, als daß f#xg =h 
ist. Wir werden zeigen, daß sich die Faltungsquotienten g hier als &-Treppenfunktionen 
darstellen lassen, was in der Theorie von Mikusinski i. a. nicht gilt. In dö = F haben wir 
bereits ein Beispiel dafür kennengelernt, daß ein solcher Quotient durch eine »-Treppen- 
funktion darstellbar ist, während bei Mikusinski keine Funktion ö(t) mit der entsprechen- 
den Eigenschaft existiert. 

Wir zeigen zunächst: 

Es seien h und f w-Treppenfunktionen, und es sei fs, #0, d.h. f(t) sei im ersten 
o-IntervallO <t < w von Null verschieden. Dann gibt es genau eine w-Treppenfunktion g 
mit [xg=h. 

Die Eindeutigkeit folgt daraus, daß fx (g—£) = 0 auch g— g = 0 zur Folge hat. 


Der Existenzbeweis ergibt sich aus den Definitionsgleichungen 
N 
S 1/n-ı8:0 = hy 
k=0 


durch sukzessives Auflösen nach g;: 


N—1ı 
fogn® = hy . In-+8:®; 


diese Auflösung ist wegen f, +0 möglich. 


Übrigens kann man daraus leicht eine explizite Formel für den Faltungsquotienten 
aufstellen. Wir begnügen uns hier mit der Aufstellung einer solchen Formel für die 
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Faltungsinverse g, welche durch fx g = ö definiert ist; vorausgesetzt ist zunächst wieder 


fo #0. Dann hat man 
2 


og ® Zr Öo =Q, also 80 ur #7, 


und für N>0 
N—ı 
(6) gnho rs gn—ıh = 0. 


Daraus hat man 


= 
„= ... Gi 
h \h 
und allgemein folgt durch Schluß von N auf N +1 
Q2 N FREE 7 
=. 3 fi In, 
fo ;=ı ren RK 
Übrigens wird man bei Berechnungen meistens direkt auf (6) zurückgreifen und damit 
schneller zum Ziele kommen als mit dieser expliziten Formel. 

Falls f, = 0 ist, kann man sich dadurch helfen, daß man fin 0 <t < o unendlich 
wenig abändert und zu einer neuen Funktion übergeht, die in diesem Intervall zwar 
unendlich klein ist, aber nicht verschwindet. Nach den Überlegungen aus 1. bewirkt eine 
solche Abänderung für alle Additionen und Faltungsmultiplikationen nur unendlich kleine 
Abänderungen; anders liegt der Sachverhalt allerdings bei Faltungsdivisionen, worauf 
wir noch zurückkommen müssen. 


4. Darstellung von Integration und Differentiation durch Faltungsprodukte. 


Mit ! werde die »-Treppenfunktion /(t) = 1 bezeichnet. Wir wissen bereits aus Nr. 3, 
daß 


t 
UN) - [Hd dr 


ist. Da, =1 +0 ist, existiert eine Faltungsinverse s mit s%1 = öd. Wir haben die 
Bestimmungsgleichungen 
5,0 = 2 


(so + sı)® = 0 
N 
Eswo=0 für N>1 


k=0 
und erhalten daraus 


(7) sl, = —2!, s=0 für N>1. 
(s(t) ist also eine Dipolfunktion.) 
Wir bilden für eine beliebige »-Treppenfunktion f: 
f =stx/. 
Dann gilt 
h = 20 = A, 
fi = 9, —2f,_)o= B—ie- . 


17) 
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Mit den Definitionen aus Nr. 2 und mit f_, ;; 0 haben wir also 
s* j ug l e 
so daß Faltung mit s mithin Differentiation der Funktion f bedeutet. 

Allerdings spielt N = 0 in den Anwendungen eine Sonderrolle, welcher man besser 
gerecht wird, wenn man diese Formel durch einen etwas komplizierteren Ausdruck 
ersetzt. Ist f(t) nämlich etwa eine Approximation an eine im gewöhnlichen Sinne stetige 
Funktion F(t) mit F(0) = f, # 0, so ist der in unserem Sinne genommene Differential- 
quotient an der Stelle O0 absolut genommen unendlich groß, weil ja F(t) = 0 für t < 0 ist. 
Da in der gewöhnlichen Analysis unendlich große Zahlen nicht auftreten, wollen wir, 
um einen bequemeren Anschluß an die gewohnten Begriffe zu ermöglichen, diesen un- 
endlichen Wert an der Stelle 0 vom übrigen Ausdruck abtrennen. Dazu bietet sich von 
selbst die ö-Funktion an. Wir können schreiben 


(8) s#/=-hö+f, 
wobei wir jetzt beachten müssen, daß für /, Null zu setzen ist, wei bh = fu ja 


bereits durch den ö-Anteil berücksichtigt ist. Die Formel (8) ist die Grundformel der 
Operatorenrechnung. Sie ermöglicht in dieser Schreibweise eine besonders bequeme 
Berücksichtigung des Anfangswertes f(+ 0) = f,. 

Als weitere Beispiele betrachten wir die Faltungsprodukte von s mit sich selbst. 
Für s®=s*s!) haben wir die Gleichungen 


==, 

5 = (8051 + 5190) = — 20°, 

3 = (98 + SS + 85) = P, 
5 =0 für N>2: 


Ist allgemeiner s® = s % * : : X s die n-fache Faltung von s mit sich selbst, so behaupten wir 
j n 
9) ler. 


Der Beweis folgt durch Schluß von n auf n + 1; sei die Formel (9) für ein festes n 
bereits bewiesen (sie ist richtig für n = 1 und n = 2). Dann haben wir 


N 
1 
Sy = FSs51_10 = 5450 + SH_ı5ı® 
k=0 


rer, 


RR nons(r +1 
-- et), 


was zu beweisen war. 

Die Faltungsprodukte von ! mit sich selbst lassen sich durch stetige Funktionen 
von t darstellen. Dies kann man mit Hilfe der in Nr. 1 durchgeführten Überlegungen 
direkt einsehen, indem man die Äquivalenzrelation — heranzieht; man kann aber auch 
durch Ausrechnung der Summen (4) bestätigen. Für die n-fache Faltung !" von I mit 
sich selbst folgt 


ga (ti) z Rn 


1) Man beachte, daß s?, s", 1” usw. nicht Potenzen im üblichen Sinne, sondern „Faltungspotenzen“ sind. 
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Damit haben wir alle Polynome in s und ! durch Funktionen dargestellt. Im nächsten 


Abschnitt wollen wir uns mit gebrochenen Funktionen von s befassen. 


5. Rationale Ausdrücke in s. 


Es sei |«|< 2; wir wollen eine »-Treppenfunktion E(t) so bestimmen, daß 
Ex%(s-+ a6) = ö, also symbolisch geschrieben 


ö 
er 


gilt. Wir erhalten aus (4), (5), (7) die Bestimmungsgleichungen 


E,2?+a2)o=2, also E,= . R 


Eyzı(2? + a2) o— Ey,2?o=0, also E,,, = ER 


Dre"? 
Q2 N+1 4 & N+1 
273) -( 0) 


a 1-aNo® 4 & R+a]No 
2 ) | 04) 


Für | «|< 2,t=No< 2 ist der erste Faktor unendlich wenig verschieden von 1, der 
zweite unendlich wenig verschieden von e-*', so daß wir 


(10) Ei) ze* 


haben. Mittels der Faltung kann man daraus in gewohnter Weise Funktionsdarstellungen 
für alle rationalen Ausdrücke in s herleiten und erhält Exponentialfunktionen und 
trigonometrische Funktionen. Die Behandlung von linearen gewöhnlichen Differential- 
gleichungen und Systemen von solchen verläuft wie üblich ([2], S. 29—40). 


mithin 


6. Die allgemeine 5-Funktion und ihre Inverse. 
Für it, = Mw, M ganz, ist A(t) = ö(t —t,) eine »-Treppenfunktion, und man hat 
0 füerN<M 
0 füerN>M. 
Die Faltung mit einer beliebigen »-Treppenfunktion f ergibt 


My_n®=tr_n fü N>M, 
(4x0u=|, für N<M. 


Es ist also (A x f) (t) = f(t—t,). Die allgemeine ö-Funktion verschiebt die Funktion f 
um ti, nach rechts. 

A ist ein Beispiel für eine »-Treppenfunktion, welche im Nullpunkt verschwindet: 
4, = 0. Um aber trotzdem einen anschaulichen Überblick über das Verhalten der Faltungs- 
inversen G von A zu erlangen, ändern wir die Gleichung 


AXG=Ö 
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unendlich wenig ab, indem wir mit einer unendlich kleinen Zahl © schreiben: 
(A+009)xG=Ö. 


Daraus ergeben sich die Bestimmungsgleichungen 


N 
3 (4, + w6,) Gy_r = Öy; 


k=0 


allgemein für jede nichtnegative ganze Zahl n: 
2 


Ga = (A au 
Gy =0 fürnM <N<(n+1)M. 


Man sieht also: Ist A eine ö-Funktion, die an der Stelle i, ihre Unendlichkeitsstelle 
hat, so ist ihre Faltungsinverse G eine Funktion, die an allen Stellen n - i,(n = 0,1,2,...) 
unendlich wird, und zwar mit wechselndem Vorzeichen und wachsender Amplitude, und 
außerhalb dieser Stellen gleich Null ist. Es ist unmöglich, nachträglich © gleich Null zu 
setzen, d.h. man kann nur die Faltungsinverse einer von A unendlich wenig verschiedenen 
Funktion selbst als Funktion darstellen. 


7. Potenzreihen in s. 


In der Operatorenrechnung von Mikusinski werden auch Potenzreihen in Opera- 
toren erklärt, wobei die n-te Potenz das n-fache Faltungsprodukt des Operators mit sich 
selbst ist. Dabei können dort aber nur solche Operatoren zugelassen werden, die als 
Funktionen darstellbar sind. Insbesondere läßt sich etwa der Operator e-* nicht durch 
die Exponentialreihe erklären. Im Gegensatz dazu können wir hier auch solche Potenz- 
reihen in s erfassen. Wir beweisen den folgenden Satz: 


k 
Es sei a, eine Zahlfolge mit ‚im V| a;| = 0, so daß also nach dem Cauchyschen 


© 
Konvergenzkriterium die Reihe 3 a,x* für alle x konvergiert. Dann konvergiert auch die 
k=0 


Reihe 3 a,s*, wobei s* das k-fache Faltungsprodukt von s mit sich selbst ist und die Kon- 
k=0 

vergenz der Reihe in s* als punktweise Konvergenz derjenigen w- Treppenfunktionen gemeint 

ist, die durch die Partialsummen der Reihe gegeben sind. 


Beweis. Bezeichnen wir den Grenzwert, dessen Existenz zu zeigen ist, mit f, so 
besteht für f, nach Einsetzen der Formel (9) die Bedingung 


Ir = zZ a,5y -(—172 2 (1) 2, 


k=0 
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und es ist zu zeigen, daß diese Potenzreihe in 2 konvergiert. Dies ist aber der Fall, da 
ihr Konvergenzradius oo ist: 


k 
lim v) 
k>o 0% (x . 


Als Beispiel betrachten wir 


iu) =e- 





3; c 4)" /n „n.c-r ._ ei a 
u (nr "m Zune 


woraus mit n— N = k folgt: 
RE ara 
= m 2 u78 
QN+1 


= e” 


N! 





Man sieht daraus sofort, daß f, für N=2 seinen größten Wert annimmt, weil 


der beim Übergang von N zu N + 1 hinzukommende Faktor N # n für N > 2 kleiner 


als 1, für N < 2 größer als 1 ist. Der Wert f, selbst ist nach der Stirlingschen Formel 


r s . Vz 
näherungsweise gleich In 


Die Funktion f(t) = e” verhält sich wie eine ö-Funktion mit Maximum an der 
Stelle : = 1. Dies weist man am bequemsten dadurch nach, daß man zeigt: 


hit) = jto dt 


ist eine Funktion, die für t<1—-e unendlich klein, für >41 -+ e’ unendlich wenig 
von 4 verschieden ist, wobei e, e’ unendlich klein und positiv sind. 

In der Tat folgt sofort 
25. 


hy =e “. 
n=o N 


und diese Zahlen kA, kann man abschätzen: 


Sei zunächst z =q=1-—e<6{1; dann ist 


“m og 


nn, 
Zu" Mm 1+3 +rpr -) 


Qy A 
ee 
Unter Benutzung der Stirlingschen Formel 


N!>Y2aN Ne" 
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n) Eee IR 
N] &@-2: yY2rN 
a 
V2rN 
In 1 “= 1 Ber 
ERDE V2rN (dd s-90 50 V2rN j 
Hier ist der zweite Faktor unendlich klein für N >1; wir werden zeigen, daß es ein 


unendlich kleines e gibt, für das der erste Faktor endlich, nämlich höchstens gleich Eins 
ist. Damit wird erwiesen sein, daß k(t) fürt S1 — e unendlich klein ist. 





Für unser gesuchtes e muß gelten: 
41 sl — eo! M ee, 
also nach Übergang zu den Logarithmen 
0 <A —e) log(1—e) +loge+eQ 
1 


02 (gtegtegt)tioge 


Dies wird sicher erfüllt sein, wenn 


Ilog e| < 
BR 
ist. Ein unendlich kleines e, das dieser Bedingung genügt, läßt sich so konstruieren: Man 
bestimme &, aus der Gleichung 
llogas.| _n 
IE2l_... 


En 


Die reellen e, werden für hinreichend große n kleiner als jede positive rationale Zahl; 


bliebe nämlich etwa &, > „ für eine natürliche Zahl X, so hätte man 


n _|logal|l_ gs 
} Audi - <sK?logK, 


woraus bei wachsendem n ein Widerspruch folgte. e= &, = Lim e, ist daher unendlich 


klein und erfüllt unsere Bedingungen. 

Ganz entsprechend beweist man die Existenz eines unendlich kleinen e’, so daß 
h(t) fürt >41 + €’ unendlich wenig von 4 verschieden ist. 

Damit ist nachgewiesen, daß e eine ö-Funktion ist, deren Maximum bei i = 1 liegt. 


Man kann auch für Operatoren, für die bei Mikusinski überhaupt keine Darstellung 
als Faltungsquotient existiert, hier Funktionsdarstellungen angeben. Ein Beispiel ist 
” Kun © (- 1)" gen 
glt) =css= 5 an 


n=0 
Man berechnet wie vorher 
(—1yugeusı (jur geu+e 


dan = (2 M)! cos 2; Bam+ı — (2M +1)! sin 2. 
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8. Operatoren als Äquivalenzklassen aus w-Treppenfunktionen. 


Um den Anschluß an die Operatorenrechnung von Mikusinski zu vollziehen, wollen 
wir aus unseren w-Treppenfunktionen Äquivalenzklassen bilden. Das Verfahren ist also 
ganz ähnlich wie die Einführung der Distributionen als Klassen von normalen Funktionen 
in Teil 1. 

Wir definieren: Zwei w-Treppenfunktionen f(t), g(t) heißen äquivalent im Sinne 
der Operatorenrechnung, wenn es eine im gewöhnlichen Sinne stetige Funktion c(t) + 0 
und eine monoton nicht fallende unendlich kleine Funktion e(t) gibt, so daß 


(14) lex (—gW|= elt) 


für alle endlichen positiven t gilt. Wir schreiben dann f 58 

(c(t) ist dabei die stetige Fortsetzung einer für alle nichtnegativen reellen t reell- 
wertigen und im gewöhnlichen Sinne stetigen Funktion, und das Faltungsintegral ist 
im Sinne der 2-Analysis zu nehmen.) 

Ist f(t) selbst überall unendlich klein, so gilt offenbar f & 0; man setze c(t) =1. 
Allgemeiner gilt f & 0 auch dann, wenn k-maliges Integrieren von f auf eine unendlich 
kleine Funktion führt: Dieses k-fache Integral läßt sich ja durch die Faltung von f mit, 


k-1 
Ki ersetzen. So folgt z. B. mittels zweimaliger Integration für die ®-Treppen- 
funktion f mit f, = H {x = (—1)"2 für N > 0 die Äquivalenz f 5 0. Ebenfalls genügt 
zweimalige Integration, um aus den in Nr. 7 bewiesenen Tatsachen e 5 ött—1) zu 
folgern. 
Wir müssen noch zeigen, daß die Relation z reflexiv, symmetrisch und transitiv 


ist. Dabei ist lediglich die Transitivität nicht ganz trivial; sei also 
IH Io 
d.h. mit nicht identisch verschwindenden Funktionen c;(f), cz(t) und unendlich kleinen 
Funktionen e;(£) gelte 
la (f—g)|S alt), I|a*x(g—h|<s eilt). 


Dann verschwindet nach dem Satz von Titchmarsh auch c, * c, nicht identisch (diesen 
Satz benötigen wir hier nur, weil wir unseren Aufbau mit dem von Mikusinski vergleichen 
wollen, welcher wesentlich auf diesem Satze beruht), und es folgt mit 


es (f) =; | c(?) | dt &ı(f) +/ | c(?)]| dt» &;(t) 


la*a*(/—h)|< gilt), 


also f & h. 
Die Äquivalenzklassen zu dieser Relation nennen wir Operatoren. 


Es ist natürlich noch zu zeigen, daß diese Benennung berechtigt ist ?). Dazu sei an 
die Mikusinskische Konvergenzdefinition erinnert ([2], S. 132ff.); eine Folge von Ope- 
ratoren p„ konvergiert danach gegen einen Operator p, wenn es einen Operator q + 0 
gibt, so daß gp.„, gp stetige Funktionen sind und gp„ gleichmäßig in jedem endlichen 
Intervall (‚‚fast gleichmäßig‘‘) gegen qgp konvergiert. Dabei ist es keine Einschränkung 


2) Für die folgenden Überlegungen setzen wir die Kenntnis des Buches [2] voraus und verwenden die- 
selben Bezeichnungen. 
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der Allgemeinheit, q selbst als stetige Funktion vorauszusetzen, weil jedenfalls q = 


mit stetigen Funktionen r, c und dann auch cgp, = rp, fast gleichmäßig gegen die Funktion 
rp konvergente stetige Funktionen sind. Man kann zeigen, daß ein Operator p stets in 
diesem Sinne als Grenzwert von Funktionen p,„(t) erhalten werden kann, und man kann 
sagen: Die Operatoren p von Mikusinski sind Klassen von Funktionenfolgen p,(t), wobei 
zwei Folgen den gleichen Operator definieren, wenn die Differenzenfolge nach Faltung 
mit einer geeigneten stetigen Funktion c(t), welche nicht identisch verschwindet, fast 
gleichmäßig gegen Null geht. 

Dies ist nun aber genau dieselbe Klassenbildung wie die durch unsere Relation = 
gegebene. Ist f(t) = fo(t,) eine w-Treppenfunktion, so ist sie wie jede normale Funktion 
Limes für n = 2 einer Folge f„(t„) von reellen Funktionen. Die Bedingung (11) besagt 
nun aber gerade, daß die Differenzen f„ —g, nach Faltung mit einer stetigen reellen 
Funktion c(t) #0 im Sinne des klassischen Konvergenzbegriffs fast gleichmäßig gegen 
Null gehen. Denn in jedem endlichen t-Intervall 0 <t<T ist cx ((„— g.) durch die 
unendlich kleine Zahl e,(7) beschränkt, und unendlich klein bedeutet ja genau, daß die 
Komponentenfolge &,(7) im klassischen Sinne eine Nullfolge ist. 

Es gibt übrigens in unserem Aufbau Operatoren, z. B. cos s, welche in Mikusinskis 
Darstellung keinen Sinn haben. 

Die Äquivalenzrelation 5, ist verträglich mit der additiven und der multiplikativen 


Struktur: Wenn fah g se ist, so ist f+ + g und f* g51* g. Der Beweis 
kann wie in 4. geführt werden. Für die Faltungsquotienten aus f,g. und hg braucht 
Äquivalenz nicht zu gelten, wie man am Beispiel f = ö, f= ö(1 + o),g=g = wö sieht. 
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Reciprocities in Gauss’ and Eisenstein’s number fields. 
By Tomio Kubota in Nagoya (Japan). 





The equation 
(1) Y2=4(X°®— X) 


defines an elliptic curve C with complex multiplication, whose endomorphism ring is 
the ring o, of integers of Gauss’ number field # =OQ(i), where © is the rational number 
field. The curve C determines a ““Grössencharakter” of the ideal group of F. Namely, 
let (») be an integral ideal of F. Then, under certain auxiliary conditions, (») gives in 
the sense of class field theory the Artin automorphism o, of the division points of €. 
The automorphism o, is attained by an endomorphism »* € o„ and the mapping (») > »* 
becomes a Grössencharakter. Furthermore, it is known that the character »* is also 
derived from the zeta-function of C. 


On the other hand, let f be an elliptie function with the fundamental period [1, i] 
which has 0, z (1 + i) as simple zeros and : z as simple poles. Required moreover 
the property 

(2) a)f@+=4, 


the function f is unique except the constant factor + 1. For any integer » + 0 of vo, we set 


(3) „= I (2). 


amod v y 


a=$0(») 
where the product is extended over all residue classes different from 0 mod ». For a 
unit », the right hand side of (3) becomes a product over the empty set. We always regard 
such a product as 1. It is obvious that », depends only on the ideal (»). 

Now, the main aim of the present paper is to investigate the quantity »,. We shall 
show that the mapping (v)> », gives also a Grössencharakter which is in intimate 
connection with »* above, and that the relationship between these two characters is 
completely described by Gauss’ reciprocity law for biquadratic residues. 

The character », is then explicitely written as the product of »* by a certain 
congruence character of F. 

Incidentally, we can in turn deduce a special case of the Gauss’ reciprocity from 
those parts of our results which follow only from the theory of complex multiplication, 
as was done by Fueter [8] in the case of quadratic residues. 

b* 
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2ni 


We shall also obtain similar results on Eisenstein’s number field O(o) with o = e®. 


An essential point of our investigation is to get a reciprocity relation (18) or (43) 
between »* and »,, which is carried out by the moderu theory of complex multiplication 
and by a generalization of so-called Gauss’ lemma in the theory of the power residues. 

1. Let C be the elliptic curve defined by (1). We identify an endomorphism of C 
with an element of the ring o, of integers in # =Q(i). If we set 





(4) e(3) =. r()-a=0, e(3)= 6 
then we have p’(z)? = 4p(z2)’ — 8P(2), g = 4e and 
Pa\_ „(vo _,(p@ 
® ee). 
where @(z) means p(z; 1, i). This shows that we may set 
p(2) p'(2) 
6 X GE pen Y zB m 0 
(6) nr. Km Eon 


The points of C are in one to one correspondence with complex numbers modulo the 
module generated by 1 and i, and the functions on C are identified with elliptic functions 
with the fundamental period [1,i]. For a complex number z, we denote by (z) the 
corresponding point of C. The endomorphism of v € o, is represented by (z)— (»z). As a 
consequence of the addition theorem of elliptice functions, every endomorphism of 07 is 
defined over F in the sense of algebraic geometry. 

Consider the divisor d = (0) + I: 2. )-(3) -(5) on C. Since it is F-rational, 
there is a function f, on € such that f, is defined over F and that (f,) = d. Because of 
the well known relations 


9-20 +27), m =-30+(5)+(3)+ (5): 





X 
Yy . 

We see from the definition of d that f,(z) fo (2 + 3) = K is a constant. We now 
propose to determine the constant K. 


one such f, is given by 


Set z=—.}. Then, since f, is an odd function, we have — f, (4)? = K. On the 
other hand, we have 
X\? X 
” R-(y) un 


and it follows from the addition theorem and from g, = 0 that 


(p(2)? + &)” 
4p(2) (p(2)” — &) 





p(22) = 
and 
(X (2)? + 1)? 


KON a Kr)" 





Set here z= 4 and X(}) = £. Then we have 


x0) = X(5) -%r(5) -&-_ 
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because of ,=0,e,+e&+e,=0. Thus ( +1)? 42 (8 —1), +48 +2 —4+H1=0, 
(+ 2£E—1)”?=0andE = —i+ V2. It follows from (7) and from 4(£? — 1) = —8£ 


that 
4\2 & 1 
(2) "u 38 

Hence K =}. 

If we set 

(&) ft) = 2Vf(e) = 2V3F 
and 

(9) fie) = V2fı(e), 


then f(z) satisfies (2) and f,(z) is a function defined over F with (f,) =b. 


2 
2. Let »€ o, be an integer of F. If «€ o, is prime to », then X () generates the 
“y-Strahl’” class field S, over F. On the other hand, if g is any function on C defined 
over F, then g (*) («€ o,) belongs to the field 5), of v-division points of C. It is known 


hat $,>S, and S’/F is abelian (Deuring [5], Taniyama [15]). The curve € is reductible 
modulo every prime ideal p of F different from [ with [? = 2 (Deuring [3], [6], Hasse [12]). 


Let € be the curve obtained by the reduction of C mod. p = (r) (p +1) and © be 
the endomorphism of © induced by the automorphism 2— 2”? of the algebraic closure 
of o,/p. It follows then from the theory of complex multiplication that there is an 
endomorphism * € o, of C such that the reduction #* of n* is equal to ® (Hasse [10], 
Weil [19]). We call r* the Frobenius endomurphism of p. The Frobenius endomorphism n* 
is uniquely determined by p. 

Assume now that p +l and » is prime to p. If ® is any divisor of p in S/, then, 
since the numbers of »-division points of C and of © are equal and since the reduction 
modulo ® maps the set of »-division points of C onto that of c, different »-division points 


P,, P; of C have different reductions P, 12 modulo ® (Deuring [5]). Therefore, the 
Frobenius automorphism o, of p with respect to S;/F, which possesses the property 


D% = op,, is uniquely determined. This shows that p is unramified in $'. 
It follows from the definition that n* P, = P?? and 
n*« a\’r 
(10) 8 (=) = (=) s 
whenever g is a function on C defined over F and » is prime to p. More generally, let 


u €o, be any integer prime to 2» and (u) =Pp,'''P,, Pi = (z,) be its prime ideal 
decomposition. If we denote the Artin automorphism by o, = o,, : 0, , then we have 


on Zu, 


y y 





with u* = nf»: n*. Let us call #* the Artin endomorphism of (x). 


A fundamental theorem of the complex multiplication shows that u* = eu with 
a root e of unity in o, (Hasse [10], Deuring [4], Shimura [14], Taniyama [15]). Further- 





! 
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more, the mapping (u) — u* is a Grössencharakter of the ideal group of F (Deuring [6], 
Taniyama [15], Weil [18]). 

3. We now formulate a generalization of Gauss’ lemma. The result of this $ is 
already obtained by Reichardt [13]. But we repeat it for the sake of convenience. 


Lemma. Let K be an algebraic number field containing all m-th roots of unity and a 
be an integral ideal of K prime to m. Denote by M a set of representatives mod a such that 
{0, M, £„M,..., {a 'M} is a complete set of representatives mod. a, where L, is an m-th 
root of unity. Furthermore, for an integer « prime to a of K and for every u€ M, define 


an m-th root /,, of unity by the relation «u = [,„w' (mod. a) (u’ € M). Then we have 
& 
II i.. = (e 


neM ‚a 


Proof. Let a = pf' - - - pfr be the ideal decomposition of a and let (c) = (cı, - - -, €,) 
be a set of rational integers such that 0 <c, <a, (l Si<sr) and not every c; is equal 
to a,. We denote by M,., the set of all elements in M which are, for every i, divisible 
by pfi but not by pfi+! whenever ,<a,. We have M = u M. and My Ma, = ® 


for ce +c’. Let w,, be an integer of K such that the ideal decomposition of @,, is 
x = Pi" ppm, (p,°'"p,, m) =1. Then for every u€ M,,, an integer a is uni- 


quely determined mod. by the condition u = Bo (mod. a), where we set c = pi! - * pr. 
Choose a 4 for every u € M,, and let N,., be the set of all the x. Every element 4 is prime 


to 7 and, if u =, (mod 2) then w, = u, (mod a). Therefore the elements of N. are 


mutually incongruent mod —. If y is an integer of K prime to re then we have 
Yo, = Lou’ (mod a) for suitable m-th root Z, of unity and for a „€ M, whence 


YO kp Wo (mod a). Since (yo,,, a) = ct, we have y = L, u’ (mod 2). If in particular 
we set y = au, then au = C „1 (mod a) yields au = [, „u (mod 2). Moreover, the 
relation u, = Ci (mod 2) ‚t==4, cannot hold between different elements ä,, &, of 
N: For, &, = 1 (mod 2) implies u, = Zu, (mod a), which is impossible. Thus, we see 


that {N , m Nor: m N} is just a set of complete representatives of prime resi- 


a 
due classes mod rs 


Now, for u € N.,, we have au = [, „u (mod 2), A € N... Hence 


(mit), 2) m 5= m. 05 (met) 


"el mel Meike 


= DC. (mod €), 


HENKE 


where (*) denotes Euler’s function. Let p be a prime divisor of 2. If = is also divi- 


sible by another prime ideal p’, then »(2) = (Np — 1) (Np’ — 1) h with some natu- 
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ral number h. Hence 





=141 (mod p), 
whence 


If, however, r is a power p“ of a prime ideal, then 


a 
r *) 9w®) Np—-np—ı) 


a PT =a" =u e 





whence 
HD 6. =|\- 
HEMLe) 
So we get 
Miu=I I tu=(E) 
ueM (6) nEMeey Pılm 
which completes the proof. 


4. Let » be an integer of F prime to 2. Since » =1 (mod [), we have vd = d. Hence 


(f{rw))=vd= 3 da, 


amod»r » 


where d. is the translation of d by — . Therefore there is a constant e, such that 


2) ie) = m 1l+ 2), 


amod » 
x running over all residue classes mod. ». 
We have »=41-+ (a + bi) (1 + i) with rational integers a, b, and (2) shows 


[CENT DET TESTTRTIRE PErEeN 








i+i 


The last term is equal to f(»z) or f (» + 5 


according as a — b = (0) (mod 2) or not. 


Furthermore, from the theory of elliptic functions, it follows that f ( v2 + 1 + ) = — f(v2). 


So we have f(»(z-+ 3)) = + f(»z)-". Replacing the variable z in (12) by z+ $, we 
obtain 


(13) +) = I t(e+ - 


amod » 


The formulas (12) and (43) imply & = +1. Therefore e, is a 4-th root of unity. We set, 
Yx = €E,V. 
Dividing both sides of the formula (12) by f(z) and making z tend to 0, we have 


Nr—1 


(44) „= m1(&)-4° mnle), 
amod» y amod» v 
a=+0(») a#0(») 


the product being extended over all residue classes of » except 0. 
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Let M be a set of representatives mod. » such that {0, M, iM, —M, —iM}isa 
complete set of representatives mod. ». Since 


(15) fiz) = if(e), 


the formula (14) gives 


ars ) - nl 


aceM aeM 
This yields 
4 Nv—ı . — 
(16) ir -4° mıl2)-@D ° n4l®), 
aeM v aeM 
2 4 

where {,=e° ‚and y», denotes a 4-th root of »,. Obviously », depends only on the 
ideal (»). 

Now, let u be an integer of F prime to 2» and „* be the Artin endomorphism of 
(u). Then, denoting by o, the Artin automorphism of (4), it follows from (11) and (16) that 


Nv—ı 


(17) m = I v*:. 


Furthermore, we have 


2) 


because of (15) and the lemma of $3. Since the power residue symbol () is defined 
4 


B 2 — z ” * ” .. 
y (&) — Vr u y€F prime to „ and since £;V2 is in F, the division of (17) 
u 


by (16) gives 
(18) (=) — (&) x 
Ma v/4 
This reciprocity relation is valid for any u, v € o, with (u,2) = (,2) = (a, ») =1. 


5. We propose to prove that the mapping (»)—> », defines a Grössencharakter. 
For two integers », v’ €o, prime to 2, we have 


tra = u jr) 


amod vv’ 


On the other hand 


iv) =IoWa)=S' I nv +2) 
B mod 


nr (e+ +2) 


=" 1 (6 1 f(z 5+5)) 


B mod » y mod »’ vv v 


ee ler). 
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If # and y move respectively mod. » and »’, then ß# + »y moves over a complete set 
of representatives mod. »»’, whence e&,, = &,e"”’ = e,e,. Therefore », is in fact a char- 


acter. It remains to prove that »— e, defines a congruence character. 
For every «€ o,, the function = is invariant by every automorphism of C, 


. fı(«iz) er fı(z) : fıl&z) 
1. @., 7.(ie) ne) This means that 11) 
xy 
a VI 

So the quantity - 


is a rational function of X? defined over F. 





belongs to the »-Strahl class field S, for every y€o, which 
n(Z 
is not divisible by v. By the same reason f, (+) also belongs to S,. 


Assume that N»— 1 =0 (mod 16), and that » is [-primary with respect to the 


exponent 4, i.e., [ is unramified in F (Y»)Ir. This is certainly the case whenever 
v1 (mod 8). Then (16) gives 


(19) YVa= 0° 4(t) -a— 


le), 


4 — 
By the assumption the right hand side of (19) as well as / » belongs to an overfield of F 
4 


in which I is unramified, so F(/e,) must be a field in which I is unramified. Hence we 
have e, = 1, which completes the proof. 

6. In this $ we notice that a special case of the reciprocity of the 4-th power residue 
symbol in F = @(i) follows immediately from what we have hitherto obtained. Let u, » 
be two integers in F prime to 2 such that (a, v) = 1 and » =1 (mod 8). Then, (18) shows 


am Az 


It follows from the results of $5 that », = v. On the other hand, u* is a product of u 
by a power of i (cf. $ 2), and we have (+) = 1. So we have 
4 


Thus we obtain 
—1 
a) (2) 4 an -m2)=1, »=1 (mod 8). 
Mla\VY)a 

It was shown by Fueter [8] that, for quadratic residues, a similar reciprocity law 
is obtained also by means of complex multiplication in every imaginary quadratic 
number field. 

7. From now on we use the class field theory, or at least all the properties of the 
power residue symbols, and show that a complete relationship between two Grössen- 
charakters »* and », is described by Gauss’ reciprocity law. 


Because of (18), we have 
v.\ (u*\" 

en EL 5 
UM /a\v Ja 


for any integers u, » with (z, 2) = (», 2) = (u, ») =1. 
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Now, for an integer » of F prime to 2, denote by » the generator of the ideal (») 
such that » =1 (mod I). The number » is uniquely determined for every » and (»)>?r 
also determines a Grössencharakter. Gauss’ reciprocity law, in its most general formu- 


lation, asserts then 
Nv—1Nu—1 


a\-1 vi A 
(23) Een‘ 
4 
for any u, v€o, with (2, a) = (2, ») = (u, ») =1. Set u* = u0,, % = »ö,. Then (22) 
and (23) imply 
ö ) . Nv— 1Nyu—1 
24 n. =) EEE u a a 
(24) 2,5, er 
which states a complete relationship between u* and »,. As the Grössencharakter u* is 
also derived from the zeta-function of C, the results of Davenport-Hasse [2] can be 
applied here. Among others, we see that, if u = is a prime number of F prime to 2, 
then r* is a Jacobi sum of the following form (cf. also Hasse [11], Weil [18]): 


u\ /l—u 
(25) - 2.) 
which means in particular that we have always „* =i (mod l?), 6, =1. 


Set a=1+2i in (24). Then N1+2ı)—1=4, 5 zi) =, and therefore 
4 
Nv—1 x 


ö6,=(—1) * . Thus, we have 
Nv—1ı Nv-ı 


4 


(26) n=(-1) * #=(-1 », 
and the fact that », is a Grössencharakter is again established. 
If » = x is a prime number prime to 2, then it follows from (14), (25) and (26) that 
Nna—1 
EUR u\ (1—u 
em) a ı(&)---9 ° 2 (2), 


a mod rn umod rn 
a=#0(r) u&0,1(r) 


which is an equality between a cyclotomic sum and a product of division values of an 
elliptic function. It is to be noted that the assertion of (27) is quite independent of the 
curve C and concerns only the function f and the prime number nz. 


8. We now make a corresponding investigation for another elliptic curve defined by 
(28) Y:=4(X°?—1), 
which will be denoted by C in the sequel. 


Everything goes quite similarly as before, except the calculation of elliptie functions 
in this $. In the rest of this paper, whenever no contrary is stated, we shall always mean 


2ni 


by F the field Q(o) (o = ), and by o, the ring of integers of F. 


Since the function p(z) = p(z; e, o?) satisfies 


Pt ap de ) - e(5): 


3 
3 


we may consider 


e3 a esVes 
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The curve C has the ring o, as the ring of endomorphisms and the points of C are in one 
to one correspondence with complex numbers modulo the module generated by 1 and o. 


Set f, = 7 Then the divisor d = (f,) of fu is 


> +4. frit {3 
0) 
and f, satisfies 
(30) fo(— 02) = — ofo(2). 


Let I be the prime ideal of F with? = 3and y; (i=1,2,..., 12) be the 2[-division 
points of C. Then we have $d,, = 0 because each one of the divisors 


(X) = — 2(0) + = ze e) 1 (= er e) 


(N) = —3(0) + (3)+(8)+($) 


has the same property. Therefore J7fo(2 + y:) = K is a constant. To determine the 








h 12 
constant K, put z= 3 Then X = IIf» (5 = Y.). If we st 1+6y; = z;, then z,,.. ., Zıa 
i=1 


are in one to one correspondence with points 6 + 2 ((=1,2,...,12) and are a 


complete set of representatives in o, of the residue classes mod 6 which are = 1 mod. 
Since the four solutions mod. 6 of 22 =2 (mod 6) in o, are all =1 (mod [), they are 
all in &,,..., is. We may assume that x,, £,, X, 2, are the solutions. 


Now, no relation such as x, = oz; (mod 6) or x, = o?zx, (mod 6) can exist between 
X, %g, %y, X. For, if for instance x, = ox, (mod 6) holds, then it follows from x; = o«,; 
(mod 3) and 2x, = 2z, (mod 6) that x, =x, (mod 3) and ox, = x, (mod 3), contra- 
dieting (2,1) = 1. The relation 2x; = 2 (mod 6) implies 2 (% + 2 = (3) on. There- 
fore, setting 5 +9: = m (i=1,2,3,4) and using (30), we have 


12 4 4 4 
(31) K= Dhlg + r.) = II fo(n:) folon:) folo?n:) = II Fo(lnı)®- 
i=1 i=1 i=1 


The addition theorem of p(z) yields 


X(2)*+8X(2) 


(32) X(22)= Zyap—z 





For z= 3 the left hand side of (32) is X (3)- Since the theory of elliptic functions shows 


3 
that (5) is the non-zero real root of 31 — 3g,t = 31* — 12e$t = 0, we have (3) = he 


3 
roots of 


3 3 
(33) EB —4VARB+8E+4VA=0. 


S_| 
and x(5) u Va. Setting X(n,) =&; (i =1,2, 3, 4), (32) shows that £, are the 
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This gives i 
3 3 
(._ ya) (#—ayae _6y3e—4) =0, 


from which follows that we may set 


3_ 3 
&=VA, =Vil+a+o) (i=2,3,4), 


where &@ = 2. 

The differentiation of (32) gives 
Y(2z) X(2) — 20 X (2)? — 8 
Ye)  8(X@®—1)® 





(34) 


Since the sign of Ve may be arbitrarily chosen, we may assume Y(2n,) = Y (3) = 2 y3. 


Hence (34) shows 


fo(n) = An) _ Am) Yan) _ Xn)’— WX(n)?— 8X (ni) 





YIn)  2y3Y(n) 46Y3(Xm)? — 1)? 
and 





& 18 27 
35 0 GEB mmmkELEE nn Kg . 
en a an ( 8 —1 @) 


Thus we have first 
3 
4 
fon) ai Va . 
2y 


Next, writing & for &, (i = 2, 3,4), we have 


3 3 
8 —1 = 3YAEr + 6V2E +3 = 3(25 + 20x + 160°) 


1 —5+4u 1 25 — 40« + 160? 


Pe 9 ve em 8 





18 27 


1-4 e-I 





2 
u + 20 — 202), 


3 


27 24 Y& . 
een 





Thus we have 


j 18 (1—a+ a?) (i = 2,3, 4) 
and 
fo(ne) fo(ns) fo(lna) = EEE 


So we have 


3 
- 4 
‚Alm u 2 


and finally 
1 


K=-—- 3%: 





Kubota, Reciprocities in Gauss’ and Eisenstein’s number fields. 


6 
Since {(e — 0?) V4lo — o®2)®}-! is a 12-th root of K, we have 


12 

(36) ‚Die+y=1 

for the function 
MA, :4%.3 6 X 
f(2) = (e— e) VAle — @®)’fo(z) = (e — @) Vo, 

where 

(37) o=4(e — o?). 
If we set 


6 
(38) ie) =Vo- hl), 
then f,(z) is a function on C defined over F with the divisor d. 


9. Let » be an integer of F prime to 6. Then since »d = d, there is a constant e, 
such that 
(39) im = I tle+ *), 
amod» 
where & runs over all residue classes mod ». 


Setting &,» = »,, we have 
Nv—1 


(40) „= n2)=0 ° mnlf), 
amod v amod » / 
a#0(») a#0(») 
the product being exiended over all residue classes mod » except 0. 


Let $’ be the field of the »-division points of C and denote by P, the division point 


of C corresponding to a, Le, pP, = (>) For an automorphism o of S//F, P% is also a 


v-division point of C which we can express as P} = (fe ), (u,, ») = 1. Therefore we have 


P; = u,P,. Since every element « of o, is defined over F in the sense of algebraic geo- 
metry, we have («P,)’ = «Pf = au,P, = u,(xP,). This means 


(3) - 


and consequently the right hand side of (40) belongs to F. Hence e, is a number of F. 
On the other hand, replace z in (39) by z + y; and take the product overi=1,2,...,12. 
Then, since the set of points {(»y,), (vys), - - -, (9Y12)} coincides with {(y,), (Ya); - - -» (Yı2)}> 
from the relation (36) and from 


Defnty)=i 2 t2+= +7) 


i=1 i=1lamodr 
follows e&!?= 41. So e, is a root of unity in F. We see also that (») > », = e,» gives a 
character of the group of ideals of F prime to 6, because the relation e,, = e&,e, is proved 
by the same method as in $5. 


Let M be the set of representatives mod. » such that {0, +M, +oM, +0?M}isa 
complete set of representatives mod ». It follows from (30) and (40) that 
Nv—1 
(nr(2))= 9° nl 
aeM amod » 
a#0(») 
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Nr—1 


(44) ni .n1(£) = (Vo) 2 h(2), 


aeM 
Zni 
where {a =e' and vn is a 6-th root of »,. 


Assume now that Nv»=1 (mod 36) and that both [ and 2 are unramified in 
6 
F (Yr)IF, which is surely the case whenever » = 1 (mod 108). Then the right hand side 
of (41) is equal to 


Nv—1 Nv—1 





(2. Vo) 


(4) 


fı(az) 
ı(2) 


fı(z)*, a rational function of X® defined over F (cf. $5). Hence | and 2 are unramified 


and belongs to the »-Strahl class field S, over F, because («€ o,) is, as well as 


6 
in F (vz,) ‚ which implies e, = 1. This shows that », is a Grössencharakter. 


10. The curve C is reductible modulo every prime ideal of F except [ and 2 (Deuring 
[3], [6], Hasse [12]). So we see as in $ 2 that every integral ideal (z) prime to 6 of F 
determines an Artin endomorphism u* € o, in such a way that the relation u*P, = Pu 
holds with the Artin automorphism o, of (u) with respect to S//F, whenever P, is a 
v-division point of C and (u, ») = 1. We have then 


(42) 


for any function g on C defined over F and for every integer « of F. From (41) and (42) 
follows 


Var nte, ic un Ar =) 


a.) 


which implies, together with the lemma in $ 3, that 
Nv—1 
6 * 
43 *)-(—®) (#) ‚6)= (»,6 )=1 
(43) ,-), 5),  W9-R9-Wn-N. 
11. Exactly in the same manner as in $ 6, we can deduce from (43) a reciprocity 
relation 


5 aer-: 


for any integers u, » prime to 6 with („,»)=1, v»=1 (mod 108). The formula (44) 
gives of course some information about the quadratic and cubic power residue symbols. 
In this $, however, we shall show that more general results about such symbols are easily 
obtained if we use other functions than f of (38). We treat briefly only the cubic case. 


Consider the function 


(45) hie) = Vähse), ule) = Ki 
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Then we have 
Ph Pr 2 
(n) = 20 (Zt) (ZE&), nt en) = erh) 
and 


(46)  hiea)h ( + rg 





Next, for »€o, prime to 3, there is a constant n, such that 
(a7) mh) = IT hl2+). 
a mod v v 


Since the divisor (h) is invariant by the endomorphism », it follows from (46) and (47) 
that 7? = 4. Furthermore, (47) gives 
(48) m 1 n(@), 
amod » v 
a=#0(») 
where « runs over all residue classes mod. » except 0. 
Let now M’ be a set of representatives mod. » such that {0, M’, oM’, o®M'} forms 
a complete set of representatives mod. v. Then we have 


3 Nr—1 


(49) Vmi=ıo n(&) -yaA ® I (*) 


y 


aeM' aeM' 


Therefore, notations o,, u* being as before, the relation 
Nv—1ı 


en re GE 
u )s Ms v)s 
is proved similarly to (18) or (43), where we must assume (u, 6») = 1 so that „* can be 
defined. 
Suppose now that two integers u, v of F are given such that (u, ») = (u, 3) = (»,3) =1, 
»=1 (mod 27). Then, there is an integer «, of F such that u, = u (mod »), (u,, 6) = 1. 


3 
Furthermore, since x(*) belongs to the »-Strahl class field S, over F, we deduce 
3 


similarly to $9 that „= 1 and that V» belongs to $,. Hence, as in $ 6, (50) gives 


—1 
(4) (&) —= 1. Evidently we have (**) m (*) and, since ideals (z) and (z,) have the 
0/3 3 3 3 
same Artin automorphism with respect to S,/F (Deuring [5]), we have also (2) = (2) x 
0/3 8 


Thus we obtain 


o Alcae 


for any integers u, » with (u, 3) = (», 3) = (a, v) =1, v» =1 (mod 27). This is a special 
case of a reciprocity law studied by Eisenstein. 


12. We now observe another consequence of (43), assuming, as in $ 7, every result 
of the class field theory. 


We have 


(52) 
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for ‚any u, » with (u, 6) = (»,6) = (u, ») =1. For every integer » prime to 6, denote 
by» the generator of the ideal (») such that » = 1 (mod 21). This » is uniquely determined 
and (v)—>» defines a Grössencharakter. Set u* = u0,, % = »ö,. Then the theory of 
norm residue symbol shows 


> LEI BA. ABAE 



































This means, together with (52), that 
Nr—1 


» BERGE Ban, 


which determines a complete relationship between two characters u* and »,. 






Now, Davenport-Hasse [2] gives 





Nu—1 


if 
55 WER bares. RR TER 

(55) u v ), (—1) 
Set u = —3— 2o in (54). Then we have u = u, Nu =]17, 
















as —3— 20 =o— o? (mod 4). 


Furthermore, 7, = (>) gives a character of the ideal group of F whose conductor 
3 





is equal to 6 and it is easily seen that »7, =1 (mod 3). 





On the other hand the norm residue symbol has the property that 


BA: 


whenever «= ß =1 (mod 3), (Hasse [9]). Hence we have 


a ee! 


ee" 
v/s 1 4 30 3 v/a 
Thus we obtain 


Te 


y 























namely, 


(56) 





(o = 4(e — 0®)®). 

















Therefore the character », is given by 


(57) a ( zu -; a ( u. 


y 
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If »=n is a prime number prime to 6, then, as in $ 7, the result of Davenport- 
Hasse [2] yields 


es ec FAierg 


u#0,1(r) 


which, together with (40) and (57), implies the equality 


& — o\-1 u\ /l—u 
(59) „a H 3 4 —{ 7 ) u (=), 7 ) 
a#0(n) u“&#0,1(r) 


between a cyclotomic sum and a product of division values of an elliptic function. 


13. Some discussions should be added here. Formulas (14) and (40) are considered 
to generalize the relation 
2mi 
(2, 0” ) 


for an odd natural number n. Similarly formulas (16) and (41) are generalizations of the 
fact that 
I — 5°) 


aeM 
n—1 


is a square root of (— )®n, where M is a set of representatives mod. n such 
that {0, + M} is a complete set of representatives mod. n. If we especially take 


n—1 
M = {1,3,5,...,n — 2}, then the product becomes a canonical square root of (—1) ® n. 
More precisely, we have 


1(&— 59) = 


aeM 


| Vn (n = 1 (mod 4)) 
iVn (n = — 1 (mod 4)). 


As is well known this relation is applied to determine the sign of Gauss sums. 


In formulas (16) and (41), we may similarly normalize the set M. For example, in 
(16), the set M is uniquely fixed by the condition that, for every «€ M, «=1 (mod P?) 
(?= (2)) holds and = (») = (r), v»=4 (mod )) lies in the square with vertices 

Nv—1 
0,4: 4 6.-In this way, weget.a/cansnicel 44th: root FF (<) ol) ° 9; Let 
aeM 
now z be a prime number of degree 1 of F = @(i) such that x = 1 (mod [?) and consider 
the Gauss sum 
t(n)= 3 (*) & (p=aa, u rational integer). 
umodn \ 7/4 
u#0(r) 
Then, since r(r)* = n®r (Hasse [141]), the 4-th root 
N®n—1 " 
—_— 4 —_— 
1) as a? ) ; 
of n®r, under the above mentioned normalization of M, differs from r(x) only by a 
factor e(r) which is a definite 4-th root of unity. A corresponding fact exists also for 
the formula (41). 

Thus a problem of “sign determination’ arises, i. e., the determination of the root 
of unity such as e(r). This problem, being of course of considerable difficulty, is regarded 
as a modification of Kummer’s conjecture, which is precisely stated in Hasse [11] (see 
also Beyer [1)). 
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The method by which various reciprocities were deduced in the present paper is 
of course applicable also to the case of quadratic reciprocity. For instance, the reci- 
procity of the quadratic residues in the rational number field is easily derived from the 


formula 
n—1 
N)’ n= ma — 5°) 
aeM 
and from the lemma in $3. 
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Über Konvergenzfragen bei Polynominterpolation 
mit äquidistanten Knoten‘). 1. 


Von Paul Otto Runck in Würzburg. 





Einleitung. 


Hat man eine Funktion f(x) vorliegen, die in einem Intervall <a, b) gewisse Eigen- 
schaften besitzt, z.B. daß sie stetig ist oder einer Lipschitzbedingung genügt ?), und will 
man diese Funktion f(x) durch ein Lagrangesches Interpolationspolynom ZL,„(z) = L„[f; x] 
annähern, das mit f(x) in n+ 1 über (a, b) gleichmäßig verteilten Punkten überein- 
stimmt, so ist man zunächst versucht zu glauben, daß die Abweichung in (a, by, d.h. 

max | Z„(x) — f(x) | mit wachsendem n immer kleiner wird. 
zEla, by 

Dies ist aber leider nicht der Fall. Um die Jahrhundertwende hat Runge [9] die 
analytische Funktion y(z) = vr n - angegeben, für die die Folge der Lagrangeschen 
Interpolationspolynome bei in <—5, 5) äquidistanten Interpolationsknoten (wie wir 
die gleichmäßig verteilten Punkte nennen wollen, in denen y(x) und L„(x) übereinstimmen) 
nur in dem Intervall <—a, ©) < (—5, 5) (x = 3,63...) gleichmäßig gegen y(x) kon- 
vergiert, während sie in den Intervallen <—5, —a) und (x, 5) divergiert. Später hat 
Bernstein [2] für die Funktion y(z) = |x| gezeigt, daß die Folge der Lagrangeschen 
Polynome bei in (<—1, 1) äquidistanten Interpolationsknoten in allen Punkten aus 
<—1, 1) außer den Punkten + 1, 0 divergiert (daß im Punkt 0 Konvergenz auftritt, 
wurde erst später bewiesen). Frechet [3] hat auf eine weitere unangenehme Eigenschaft 
dieser Interpolationspolynome aufmerksam gemacht: Weist eine (z. B. ganze) Funktion 
in einem einzigen Punkt, der in der Mitte des Intervalles liege, in dem die Funktion 
approximiert werde, einen Fehler auf, und ist dieser Punkt ein Interpolationsknoten, so 
wirkt sich dieser Fehler so ungünstig aus, daß das Lagrangepolynom, zumindest für große 
n, vollkommen unbrauchbar wird. 


So ist es nicht verwunderlich, daß man sich in der Approximationstheorie von den 
Lagrangeformeln mit äquidistanten Knoten (von wenigen Ausnahmen abgesehen, z. B. 
[4], [13]) distanzierte und für die Anwendung andere Formeln empfahl. Z. B. richtete 
man das Augenmerk auf Lagrangesche Interpolationsformeln mit einer anderen Ver- 


1) D 77. — Vgl. die vorläufige Veröffentlichung in den Comptes Rendues [7] sowie die kurzen Ausführungen 
in den Abstracts of short communications, International Congress of Mathematicians in Edinburgh 1958 [8]. — 
An dieser Stelle möchte ich Herrn Prof. Dr. P. L. Butzer für wertvolle Anregungen besonders hinsichtlich der 
Fragestellung des 2. Teiles sowie Herrn Prof. Dr. H. Grunsky für die vielen Bemerkungen und Verbesserungs- 
vorschläge bei der Abfassung der Arbeit herzlich danken. 

2) D.h.|f(@) — f(y)| s M |ae— y|*(0<a< 1; M = const.), was kurz mit f(x) € Lipy« bezeichnet wird. 

7*+ 
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teilung der Interpolationsknoten (man wähle etwa als Knoten die Wurzeln der Tsche- 
bycheffpolynome oder die Wurzeln anderer orthogonaler Polynome), die diese unange- 
nehmen Eigenschaften kaum aufweisen, oder man betrachtete andere von den Lagrange- 
polynomen verschiedene Interpolationspolynome. 

Doch benutzt man in der angewandten Mathematik der einfachen rechnerischen 
Handhabung wegen, meist sogar mit befriedigendem Erfolg die Interpolationsformeln 
von Lagrange mit äquidistanten Knoten (die Polynome von Newton, Gauß, Stirling 
(n gerade), Bessel (n ungerade) unterscheiden sich von diesen Lagrangepolynomen nur 
in der Schreibweise). Ebenso sind die meisten Formeln zur numerischen Integration und 
Differentiation von diesen Lagrangeformeln abgeleitet. Selbst bei einer größeren Anzahl 
von äquidistanten Interpolationsknoten, wenn auch nur in einem Teilintervall von (a, b), 
kommt man mitunter zu recht guten Ergebnissen (siehe z.B. H.E. Salzer [10], [11]). 

Das eine dürfte aus diesen kurzen Andeutungen hervorgehen, daß die Lagrange- 
formeln mit äquidistanten Knoten, zumindest bei einer großen Anzahl von Interpolations- 
knoten, ungeeignet sind, eine in <a, b) gegebene Funktion f(x) im ganzen Intervall <a, b) 
anzunähern. Vielleicht läßt sich aber ein von n abhängiges Teilintervall T,„ aus (a, b) 
finden, in dem die Abweichung max | Z,„[f; 2] — f(x) | unterhalb einer vorgegebenen 


zET, 
Schranke e bleibt, falls über f(x) gewisse Voraussetzungen gemacht werden, z.B. daß 
f(x) einer Lipschitzbedingung genügt. Es ist das Ziel des ersten Teiles dieser Arbeit, 
dieses Problem genau zu untersuchen. 


Für das Teilintervall 


Ts: 2 P., <—1, 1); r unabh. von n 
Vn Yn/ 


(dessen Länge für n— oo wie ar nach 0 strebt), werden wir die gleiche Approximations- 
n 


güte erhalten, wie sie für die Lagrangeformeln mit günstiger Knotenverteilung, z.B. 
für die Formeln mit Tschebycheff-Knoten (Knoten sind, wie schon erwähnt, die Wurzeln 
der Tschebycheffpolynome) bekannt sind (vgl. [6]; S. 390). Die Größe der Abweichung 
in dem angegebenen Teilintervall ist also von der Ordnung O(n— log n) für Funktionen 
f(x), die in <—1, 1) der Bedingung f(x) € Lip„x genügen?). Daß sich dieses Intervall 
größenordnungsmäßig nicht mehr verbessern läßt, ohne daß unsere verhältnismäßig 
günstige Approximationseigenschaft verlorengeht, wird in einer weiteren Arbeit angegeben 
werden. Doch werden wir auch in dieser Arbeit an gegebener Stelle hierauf näher eingehen. 

In einem zweiten Teil wollen wir untersuchen, ob durch gewisse Summations- 
verfahren die auf die Lagrangepolynome mit äquidistanten Knoten angewandt werden, 
sich im Intervall 7, günstigere Abschätzungen erzielen lassen. Sodann wollen wir noch 
prüfen, ob wir bei diesen Lagrangepolynomen eine Gibbsche Erscheinung beobachten 
können. 


1. Bezeichnungen und Sätze aus der Approximationstheorie. 


Unseren Ausführungen wollen wir einige wichtige Bezeichnungen und Sätze (ohne 
Beweis) voranstellen, von denen wir später Gebrauch machen werden. 

4. Unter f(x) € Lip, soll eine Funktion verstanden werden, die einer Lipschitz- 
bedingung mit dem Exponenten x und der Konstanten M genügt, für die also 
WI sMIlz—yl gilt (<ast). 


3) Für den Punkt 0 wurde dieses Ergebnis 1940 von P. Szasz [13] gezeigt. 
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In der Approximationstheorie benutzt man zur Charakterisierung von Funktionen 
f(x) oft den sogenannten Stetigkeitsmodul &(ö), der wie folgt definiert ist: 

Ist f(x) eine im Intervall <a, by gegebene Funktion, d eine beliebige positive Zahl, und 
wird allen Paaren x, y€<a,by mit | x —y|<ö der Wert | f(x) — f(y) | zugeordnet, so 
nennt man die obere Grenze dieser Absolutwerte, d. i. 

o(ö) = sup |fla)— fly) |, 2,y€ <a, b) 
Ize—v|<d 
den Stetigkeitsmodul von f(x). Die Bedingungen f(x) € Lip,„x und w»(ö6) < Mör sind 
gleichwertig. 

Merken wir uns noch folgende Eigenschaft des Stetigkeitsmoduls: Ist n eine natür- 

liche, A eine positive Zahl, so gilt 


w(nd) <nw(d); w(Aö) <S ([A] + 1) w(d)*). 


Für w(ö) = o(log ö) (ö>0) sagt man, daß die Funktion der Dini-Lipschitz- 
bedingung genügt. 


2. 9. sei die Menge aller Polynome P„(x) mit reellen Koeffizienten von höchstens 
n-tem Grade, A(P,) = max | P„(x) — f(x) | die Abweichung des Polynoms P,„(z) von 


ası<sb 
einer gegebenen Funktion f(x) in dem Intervall <a, by. Lassen wir die Polynome P,(z) 
die Menge $„ durchlaufen, so bilden die A(P,„) eine nach unten beschränkte Zahlenmenge 
mit der unteren Grenze 
E„= inf (A(P,)). 
Pn(2)E&n 

Wir nennen ein Polynom P,„(z) € $„ bestes approximierendes Polynom von f(x), wenn 
A(P,) = E„ gilt. Die Größe E,„ selbst wird oft als beste Approximation der Funktion f(x) 
durch Polynome P,„(x) aus $,„ bezeichnet. 


3. Nun wollen wir noch Abschätzungen für E„ angeben. 


Satz I (von Jackson). Für die beste Approximation E,„ der in (a, by stetigen Funktion 
f(x) durch ein Polynom höchstens n-ten Grades gilt: 


wobei w(ö) der Stetigkeitsmodul von f(x) ist®). 
Folgerung. /st f(x) € Lip„® (<a <s1), so ist 


wu mit C-3(° 5°). 
n“ 2 


Satz II (von Jackson). Existieren p stetige Ableitungen der Funktion f(x) in <a, by, 
und ist &,(ö) der Stetigkeitsmodul der letzten Ableitung f(x), so gilt für n >p die Ab- 
schätzung 


4) Beweis siehe z. B. [6]; S. 70. 

5) Die Sätze von Jackson mit den besten Konstanten für die Approximation von 2r-periodischen Funktionen 
durch trigonometrische Polynome finden wir z. B. in dem Buche von Achieser [1]; S. 200. Die hier angegebenen 
Sätze mit möglichst guten Konstanten für die Approximation von stetigen Funktionen durch Polynome bekommen 
wir nun leicht aus den Sätzen für trigonometrische Polynome mit Hilfe eines bekannten Verfahrens, wie es z. B. 
im Buche von Natanson [6], S. 108—115 zu finden ist. 
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Folgerung. Tritt mit der Bedingung des Satzes der Fall f(x) € Lip„« (<a <A) 
ein, so gilt für n > p die Abschätzung 
3\» 


1 er a)’ +4\« 
Fr mü C, =3 pi (3 \ oa. 





EusC, 


u; 


2. Sätze über das Konvergenzverhalten der Lagrangepolynome und über die Abschätzungen 
der Lebesguefunktion. 


Der Übersichtlichkeit wegen wollen wir uns in dieser Arbeit auf das spezielle Inter- 
vall <—1, 1) beschränken, in das sich leicht das allgemeine Intervall (a, b> durch eine 
lineare Transformation überführen läßt. Gegebenenfalls werden wir die Abweichungen 
der Ergebnisse beider Fälle kurz anführen. 

Wir betrachten also das n-te Lagrangesche Interpolationspolynom, das in denn + 1 
äquidistanten Interpolationsknoten 


(1) 14, 1=01,2.. nn... 
mit der gegebenen reellwertigen Funktion f(x) übereinstimmt, und wie folgt definiert ist: 
(2) L.[f; x] = Lu(2) =z/@) 1” (x) 


mit den Lagrangeschen Grundfunktionen 
n "7 x — |”) \ (n) 0i=+k 


wobei der Strich an dem Produktzeichen andeutet, daß der Faktor mit i = k auszu- 
lassen ist. Nun lautet 


Satz 1. f(x) sei eine in <—A, 1) stetige Funktion mit dem Stetigkeitsmodul w(8) 
und L„(x) das Lagrangesche Interpolationspolynom (2) mit den äquidistanten Interpolations- 
knoten (1). Dann gilt für alle x aus dem von n abhängenden Teilintervall 


(4) Ti, m) <<—1,1) mt un = Zr (r beliebig wählbare Konstante) 


mit von n unabhängigen®) A(r) und B(r) 
(6) na) 121 S30(-.)- (Ar) logn + Bin) 
a) Fürn 8 läßt sich der Faktor A(r) logn + B(r) durch den günstigeren Wert”) 
en lgn +2 = logsn + C(r) (C(r) unabh. von n) 
ersetzen, wobei diesmal der Koeffizient von log n auch von r unabhängig ist. 


b) Besitzt f(x) eine p-te Ableitung mit dem Stetigkeitsmodul w,(6), so geht der erste 


Faktor 3w (+) auf der rechten Seite von (5) in & © 4 
n n? n— 
p 


p! 


+ 
Gi f®(2) € Lip, &, so bekommen wir als Faktor C; (=) “M mit C,=3- 


*) Hat man r gewählt, dann muß n so groß bestimmt werden, daß —_ < 1 ausfällt. 
n 
?) Es ist log, n = logloglog n, was für n > 8 größer als Null ist. 
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" 





c) Genügt f(x) der Dini-Lipschitzbedingung, so läßt sich nach Vorgabe einer beliebigen 
Größe e > 0 ein n, derart angeben, daß für allen Zn,und zx€T, 

(6) Il) — false 
gilt®). 

Wir beweisen diesen Satz mit Hilfe von Satz 2, der eine Abschätzung für die so- 
genannte Lebesguefunktion 


m Anl) = E12) | 
k=0 


gibt. 

Satz 2. Sei A„(z) die den Lagrangeschen Grundpolynomen (3) mit äquidisianten 
Knoten (1) zugeordnete Lebesguefunkiion. Dann gilt für alle x aus dem von n abhängigen 
Teilintervall 


Tu: kn, tm < <—1,1) mt, = - (r beliebig wählbare Konstante) 
n 


die Abschätzung 


(8) < A*(r) loegn + B*(r) 


Anz " 
DZ “ s, (10g n + 2e* logı n) + C*(r) 


wobei A*(r), B*(r), C*(r) unabhängig von n sind und der Koeffizient von log n in (9) nicht 
verbessert werden kann. 


Beweis von Satz 1. Es sei P„(x) das beste approximierende Polynom höchstens 
n-ten Grades mit der besten Approximation E,„. Dann ist 


410) Il; 2] fa) Ss |Zulf; 2] — Zu[lPa; 2]| + | n[Pa; 2] — f(@) |. 


Da das Lagrangesche Polynom mit n + 1 Interpolationsknoten jedes Polynom höchstens 
n-ten Grades exakt darstellt, gilt 


(11) IZn[Pa; 2] — fa) | = | Putz) — f(a)| Ss Er. 
Andererseits folgt für den linearen Operator L„[f; x] 
(12) Lalf; 2] — La[P.; &] = L.[f — Ps; 2]. 


Für ein in <—1, 1) beschränktes g(x) bekommen wir 


Ing; a]l = | EU (2) g(a”) 
(13) gen 
<(z1m) ) max (|g(2)|) = A,(2) : max (Ig(2)|), 
k=0 —1ses1ı —1<sr<sı 


und somit gilt für z€ET, 
(14) |Zulf; 2] — Ln[Pa; 2]| S Anl) ' En. 


r 


8) Für ein Intervall <a, 5 bekommt man statt X, das Intervall (z +) —mIat+d) +), m- - 
und statt (>) bzw. o, ;) die Moduln & 5) bzw. &, (u) ‚und es gilt dann 


„SPpP (5° 


ua Zu a 


» PpP — a\p+a 
), o,-3.37 ’ *) . 


p! 2 
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Aus (10) wird mit (11) und (14) 
(15) Il; 2] —fa)Is E[1 + . (An(2))]. 
zE 


Zuletzt wenden wir auf E„ Satz I, Satz II und die Folgerung zu Satz II (vgl. Nr. 1) und 
auf 1 + max (A,(x2)) Satz 2 an und erhalten die Behauptungen mit A(r) = A*(r), 


Bir) = B*(n) +4, Cl) = Cl +1. 


3. Umformung des Lagrangeschen Grundpolynoms. Hilfssätze. 


Bevor wir an den Beweis des Satzes 2 gehen, bringen wir eine Umformung der 
Lagrangeschen Grundpolynome und Abschätzungen für die in der neuen Form der 
Grundpolynome auftretenden Funktionen. 

n 
» 
(5 3) und das Grundpolynom Z!®(z) in ein Polynom mit den Nullstellen 


\ 


Mittels y=— x transformieren wir das Intervall <—1,1) in das Intervall 


-; +i;i=0,4,2,...n; i$+k und der Einsstelle —; + k. Ersetzen wir noch 


5 + i bzw. 5 + k durch ı bzw. j, wobei ı sowie j entweder nur ganzzahlige oder 


nur halbzahlige Werte annehmen, je nachdem n gerade oder ungerade ist, und bezeich- 
nen wir das Polynom in der neuen Form mit 1”(y), dann gilt 


- x . a 
46) 192) = Br) = [I CZ 


(17) 





n 


2 
Das ]7 (y—-.ı) besitzt nun alle ganz- bzw. halbzahligen Nullstellen zwischen 


I=—— 


was wir mittels der Gamma- und Sinus-Funktion wie folgt darstellen®): 


r(143 +9») sin (y—Z 


-r1+3+,)r(1+ 1-9) 





T 


Benutzen wir auch im Nenner von (17) die Gammafunktion, so erhalten wir für die 
Lagrangeschen Grundpolynome (16/17) 


n 


2 
9%) Für die Darstellung des Faktors JJ (y— ı) in (17) durch Gamma- und Sinus-Funktion vgl. Steffensen 
n 


=: 
[12]; S. 36. 
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n n = n 
‚T(1+3+,)r(1+3-») sin z( -7) 


(A) la) = Briy = (1° i _— 
i r(1+3 + )r(1 43-1) "(y—)) 


Die in (A) auftretenden Ausdrücke der Gammafunktion sind von der Form T'(A-+ti+s), 


wobei t>0 und s reelle Variable bedeuten. Zunächst wollen wir noch |s| < gt mit 
0<g<i (gq unabh. von t) voraussetzen. 





Nach der Formel von Stirling läßt sich die Gammafunktion für reelle u > 1 wie 
folgt abschätzen: 


(19) log !'(u) = (a B= 5) logu—u+ 7 log 22 + O(uT'). 


Für u„=4-+t-+s erhalten wir 
(20) log/(1+:i+s) 


= 5 log 2r + (1+> +3) log +49 —4+149+0() 


(21) - > log2n + ("++ 35)logfe + (1 +75))-4+14+9+0(5); 


vermöge 


(22) ("+s+z)108 (1 +.) =1+ 04) 


ı 
folgt aus (20/21) 
(23) logTi +1 +9) =5-log2r + (1+ } +7)log ( 49—6+9 +0(5). 
Das Glied ( +s+ 5) log(t + s) formen wir weiter um zu 


(24) (e+s+z)loge + 1[1 + £)1og (1 +4) +zeg(1+4). 
Nun ist 


(25) ılı +) 10g (4 +5) 
ehe] 


AOL Estu nern: 


wobei 
ie Fi —2* k-2 —_ = —V* k 
tg vi = Inn" ARrDarD" 
ist. Mit (25), in (24) eingesetzt, ergibt sich für (23) 
(27) logfi+t+s 
- 11082 log + y(£) + Ziog(1 + $)+0(7 
=7% a+(t+5+5)l0g1— + v2) + zior( +5) + 7) 
wobei »(u) durch (26) definiert ist. 
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r  . s si s s? s’ 
Gilt s = oft), so ist su, (7) = Ar +0 (2)) u + (7): und wegen 
s 


log (1 + 2) Be () erhält man für (27) 
(28) log/’(Ai +t+s) 


u 1 18 1 |s| |s1? 
= zogdn + (rot ggg rom): 





Fassen wir die Ergebnisse von (27) und (28) zusammen: 


Hilfssatz 1. Es seien t > 0 und s reelle Variable und |s| < gt; 0 <g<.i (q unab- 
hängig von t). Dann gelten für t> oo folgende Abschätzungen: 


(B1) Ti +14 5) = V2rtt'ttexp I-: + 7 v(2) + z(! ” 7) +06) 


und für s = oft) 
|s 


(B2) TA +t+s) = Vartttt exp|—t +3 +0 (max (4, ie, B A}. 





1? 


Nun ist es für den weiteren Verlauf der Ausführungen zweckmäßig, eine Ab- 
schätzung für 
Ti+t+s)FA+ti—s) 
Ti+t+s) Ti +t—s,) 
anzugeben und Beziehungen zwischen G({t, s,, s,) und G(t, s}, s$) bei voneinander ver- 
schiedenen Werten s,, s* (i = 1, 2) herzuleiten. 

Hiltssatz 2. Es seien t >0,s,s* (i=1,2) mt 0<|s,|<st, O<|s?| <t reelle 
Variable. Dann genügt die Funktion (29) der Bedingung 


(C1) 61, 5,3) SCht, 5,8) für Is] SsIshlelS|sl- 


(29) GÄt, 81,55) = 





Weiter gelten für 1> oo folgende Abschätzungen: 
(02) Gt, s1 52) 


2 2 2 2 2 
offer ()) Res le) ol) 
mit x(u) „PA + y für || sg, 0<q<i;i=1,2 (g unabh. von t). 








(C 3) G(t, 81,83) = exp | a T . +0 (max (7 f ä)) 


für , = oft), i=1,2. 





(C 4) Gl, 5,85) =1+0 (max Ko 0 +)! ‚ 7) 


für s = O(ft), i=1,2; Is 1 —|s| = olYi). 


(C5) Gl, 5,8) = 0 (exp | si = s N 





für |sı| <|s2| S gt, O<g<1 (q unabhängig von t) bzw. |s,| <|sı| St. 








fo 





en 


T- 


lle 
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Beweis. Aus der logarithmischen Konvexität der Gammafunktion folgt!) 
(30) FA+t+S) TA ++—sf)STA+t+s)T(1+t—s,) für |sf| 3 |s;| ((=1,2), 
und somit gilt für || <|s,| und |$] >|s,| 


G(t, st, s$) BR: +t+sf) Ti+t—s}) < T( +t+5) Ti +t—5sı) = Gt, s,, 5))- 


 TA+t+s)TA+t—s}) " Ti+t+s) Il +t—s,) 


Dies liefert (C4). Um (C2) zu beweisen, benutzen wir (B4) von Hilfssatz 4 mit 
s= 5, 5555| sg, <q <A) und erhalten 


on anne Hfele)rlSe)=H el) re) 














Nun ist (i = 1, 2) 
Si —s\_X (— 1)* ‚ars 
re) = LUD 


+ Zernarralie)) -1+2(()) 


5] 
(33) log = ; : = 0 (max (*))- 
t t 
(31) zusammen mit (32) und (33) ergibt (C 2). 
Für s; = oft) (i = 1,2) bekommen wir aus (C2) wegen y(u) =O(u) (u = o(1)), 


& :((#)) =0 (&) und max (& (&)" rn = max (& 7) die Formel (C 3). 








und 





t t 1? t t 
Ist weiter ss =O (Yt) (i=1,2) und |s,]—|s,| = o(Yt), so gilt 


a—a_ zb te) „ o(1) und o(max (& +) ;- (7) 





t erg 
womit wir aus (C3) Formel (C4) bekommen. 
Für die in (C 2) definierte Funktion x(u) gilt uy(u) < u* y(u*), u S u*, woraus mit 


(2 =(2) anıstai sn mu (2 LE) (ON) 


und dann mit exp [0 (max (): )) = O(1) Formel (C5) für |s,| <|s,| = gt folgt. 
3 


Für {ft >|s,| > |s,| bekommen wir (C 5) direkt aus (C 3). 


10) Siehe z. B. [5]. Es ist z (z log re) = z (7(2)) = PU) - ar >0 für 2>0. So- 


A lg’ (1+t+s*)+logT(1+1—s*)>logT(1+1!+s)+logT(1+1—s) für s*> s, woraus (30) 
{) 


") Für 12 F sit (4) S (2) =, fürs aber (4) S(R)- 


3 
! { 
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4. Beweis des Satzes über die Lebesguefunktion. 


a) Einfache Abschätzung. Nun wollen wir die einfachere Abschätzung (8) des 
Satzes 2 beweisen. Nach (7), (A) und (29) folgt 








M‘ 3 a sina(y—z) 

D Aulz) = Auly) = cz: i) 2 
(D) (2) (y) 2 Hy 

 ; 

sin a (y— ) 3 (; y,] 
2 | 3 2 ’ ’ 
7 u ee 
ERgE ; 
wobei j für ganz- bzw. halbzahlige > ganz- bzw. halbzahlige Werte durchläuft. 


Gemäß der Voraussetzung x € T„ beschränken wir uns auf 0 < |y| s SV . Nach 
Formel (CA) und (C3) (Hilfssatz 2) folgt mit 


n Ps, j 
=; Ist|=IyIszVYa=s, |fl=1jl20=5 


r: 
(34) cz: y, ) <G (2. > Vn, 0) <e? (4 = a) (c, unabh. von n). 
Nun setzen wir y=Y-+9 (0 <®d<1), wobei Y der nächst kleinere Interpolations- 


knoten aus (5 >, zu y sei. Dann gilt 























n\| n 
es) sin -3)) » 1 _ sinne ER SSH 
7 ey— ji Eure] 
re de, ; 
sinznd 1 sin 6 sin nd 
u u Zee Be 
I 
sinn & 1 
+75 2,7 SW HD HT 
Rz 1 x 1 
s— 1+1+— — 1 
sz 2,Y7-; Er 8 +2, 2,7=W HF 
7 
1 n 1 n 2y 2c, 
s-le(y + Y)+1elg-r—1)+ 24247 
(c, unabh. von n) 
2 1 Y Y 2y 2c, 
a BE TE RR 
2 2 
(36) Sogn +([2+ W182) + (c,; unabh. von n). 


N 
") Esist Zirt=logN + y+0 (5) (y Eulersche Konstante); 


n : 
vr 
k=Y-—j bzw j—(Y+1l) mit sı=) sind ganze Zahlen. 


n 
5-Y-1 


- 











es 


ch 
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Aus (34) und (35/36) bekommen wir für (D), falls z€ ZT, gilt: 
„ r 
An(z) s- e?: logn + (2 + 2 (y — log 2) e! +c, (c4 = c,(r) unabh. von n)"®), 


r r 
woraus (8) mit A*(r) = ze, B*(r) = 2(4 4 n (y — log 2) e® + cr) - 2 gi. 


b) Abschätzung mit möglichst guten Konstanten. Für den Beweis der zweiten 
Abschätzung (9) für A,(z), in der der Koeffizient von log n von r unabhängig ist, zerlegen 





wir die Summe in (D) in Teilsummen. Es sei y mit |y| s z Vn fest gewählt; nun zerlegen 


wir die Menge der j in Teilmengen derart, daß die Beziehungen von Hilfssatz 2 möglichst 
gut ausgenutzt werden. 


Die Größenordnung der Summanden von (D) wird durch die beiden. Faktoren 


(37) 4%) 
und 
1 
(38) Iy—jl 


bestimmt. Nach (C4) von Hilfssatz 2 gilt für den ersten Faktor (37) bei |y| < z Vn 
und |y—j| = o(/n) 
(39) niit. 


Für |j| 2 K(n) =Yng(n) mit g(n) + ©o und g(n) = o(/n) (|yI ZVn) gilt nach (C 1) 
und (G5): ze 


w) 63. wi) <6[Z. 5 Vn, Vnstn)) =0 (exp {— 281m) = ot). 


Eine Skizze möge das ein wenig veranschaulichen. In der linken Figur wird der 
Verlauf der Kurve (7: y, ) bei festem y und veränderlichem j angegeben. Hierbei 


sind die Größen + K(n), die die äußeren j-Intervalle abgrenzen sollen, eingezeichnet. 
Das Intervall, in dem (39) gelten soll, ist der Übersichtlichkeit wegen hier nicht ein- 
gezeichnet, dagegen in der rechten Figur, in der wir eine Umgebung des Punktes Y bei 
sehr vergrößertem Abszissenmaßstab gezeichnet haben. Aus Zweckmäßigkeitsgründen 
wählen wir als Grenzen für dieses mittlere j-Intervall Y— k(n) und Y+4-+ k(n) mit 


k(n) = Fr) = o(Vn). Die Funktion cz; y, ) wird durch die ausgezogene Linie 














dargestellt. 
EN 
hm) N 
+ —— 0 Te Hmmm 4 
j-—-5 —Km) 0OY Km 5 Y—k(n) Y Y+1+ kn) 


13) Diese Ungleichung ist noch im Falle n=1 erfüllt. 
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Der zweite Faktor (38) der Summanden von (D) nimmt in dem Intervall 
<Y—k(n), Y+1 + k(n)) seine größten Werte an, während er in den übrigen Inter- 
vallen kleiner als En ist (vgl. die gestrichelte Linie in der angegebenen Skizze). 

Die Summe in (D) erhält somit für j aus (Y —k(n), Y+1-+ k(n)) den größten 
und (bis auf ein Restglied) einen von y unabhängigen Beitrag. Der Beitrag der j aus den 
beiden Endintervallen (x (n) s|j| s 5 
beiden Zwischenintervallen ein Beitrag ergibt, der von y abhängt, aber bei geeigneter 
Wahl von k(n) und K(n) bzw. von g(n) von der Ordnung o (log n) ist. 

Für die Abschätzung der Teilsumme von (D) mit j aus (Y — k(n), Y+1-+ k(n)) 
benötigen wir folgenden 


Hilfssatz 3. Für alle ganzen ı 0 güt die Beziehung 


) ist bedeutungslos, während sich für j aus den 





1 1 h 
(#1) ‚max (sin #0 (5 + 19)! = 24: 


Beweis. Wir setzeı. 6 = + — d. Dann ist 





} 1 1 4 
(42) sin 0 E= Fi, 
A See 


(43) 2 (2:+ 1) cosrn®# cos nd 








2 2; x 
2 


Betrachten wir (43) im Falle ı = 0. Die Funktion 
f(9) = cos nd — (1 — 49°) = f(— 9) 


hat für 9 = 0 und für 9 = + eine Nullstelle; die Ableitung f(9) = — nsinnd +89 


hat in dem offenen Intervall (0 - ) genau eine Nullstelle 9,'*) und ist in dem Intervall 


ee; 
1 ’ a ge cos nd 
(0, 8,) bzw. (93) kleiner bzw. größer als 0. Somit gilt f(#) < 0 und 7, <1 


cos nd coond _ z <A nimmt also (43) 


1 
für 0<9< 7° Wegen Da =“ 1 und Km IB 
für 9 = 0 den größten Wert an, der mit dem in (41) angegebenen Wert für ı = 0 
übereinstimmt. 


Ist ı > 0, so schreiben wir (43) in der Form 


ü er e) = ?<75) 
(2: + 1)? 


Der zweite und dritte Faktor von (44) nehmen für # = 0 den größten Wert 1 und somit 


(44) den größten Wert a an, woraus die Behauptung (41) folgt. 


14) (0) hat nach dem Satz von Rolle mindestens eine Nullstelle. f'(#) hat aber nicht mehr als eine Null- 


stelle in (0. 5); denn die in (0 n konkave Kurve y„=xsinz® und die Gerade y,—8#, die sich im 


Punkte O treffen, können für 0O< 9< + höchstens einen Schnittpunkt besitzen. 
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In der mittleren Teilsumme von (D) mit j aus (Y — k(n), Y+1-+ k(n)) fassen 
wir je zwei Glieder mit dem Index j=Y—ı und j=Y-+1-+1ı zusammen 
y=Y+90<s9<1;0sı<Skin)): 
sin zz (r In u 2 3) 


7 


1 
Y+9—Y-+ı 








(45) (s(3, + 6, Y—ı) 





n 1 
+02 Y+, PH) ya) 


Nach (C4) von Hilfssatz 2 gilt nun ( Y+6| <Z Yn) 





2 


(«+69)-|2Y+9—ı]| 1 N‘ 
=1+0 —, —|}; 
’ Pr ) + (ma (7 7); 


entsprechend folgt 
lg, Y+9 Y+14)=1+0(mex(7-, 7) 





sin 0 1 1 
ne 7 (tr) +)" ) 


ist. Somit gilt mit (45/46) und Hilfssatz 3 für die mittlereTeilsumme (hierbei ist Y— 7 5 ganz) 


sin a(Y+ 0-5) r+rrm 6(z ‚Y+6, ) 
2 y 2 


” fen IT HrI—IT Br 
at u ) +0(&m) "ie 5 1 +0 (ke) 
—)=- h 


(47) 











«+69 «+1—9 2: +1 


T 


- Yn Yn 
Nun ist, wenn y die Eulersche Konstante bedeutet, 


— Be! 1 
$2, -logldkt1) +7 — 3 logk +9) +0(5) 


n 
= Zlogk+(1og2+5 »)+0(7). 


so daß aus (47) 


2 


(48) — log k(n) +2 (108 2 + 3?) + Lu 207 


Vn’ 
wird. Für k(n) = FE (2) = o(Yn), g(n) — - gilt 


n>%© 


log k(n) = 5 log n—logg(n) + (> m) = log — logg(n) + o(1) 


Yn 
") Für Oi of. (u 7) = 0 (mel 7u)) =) 
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kin) 1 = 1 4 gm)\\ _ 
oO (max (7 7)) = 0 (max (7 s Vn )) = o(l). 
Somit bekommen wir aus (47/48), wenn wir Y + 9 wieder durch y ersetzen: 


R n n 
sin (y—) rm 6[z, Y, ) 
u je Pr Iy—ıl 


BR 2 4 y 
=—logn— —-logg(n) + (1082 + 3) + ol). 


(49) 


Für die Berechnung der übrigen Teilsummen benötigen wir eine Abschätzung für 


| n wobei j ganzzahlige Werte des geschlossenen bzw. offenen, halboffenen Inter- 
IEN(,B) 
valls (a, ß> (x >41; B— x >41) durchlaufen soll. 


Sei «, die erste, ß, die letzte bei der Summation in Betracht kommende ganze 
Zahl, dann gilt 
1 


zZ —=1lgß+ v+0(;- 
jEeHa,B) ] ßı 
1 


(50) = log £ + log (F =) +0 (-) (y Eulersche Konstante) 


= log B +0(2)- 


& & 


Nun berechnen wir die beiden Teilsummen von (D) mit j aus den offenen Intervallen 
(Y+1+ki(n), K(n)) und (—K(n), Y—k(n)). Ist y=0"), so gilt j>Y+A1+k(n)>y, 
und somit ist nach (C 1) von Hilfssatz 2 

n } n 


Für j aus dem zweiten Intervall gilt |j] 20, 0 <y <Vn, und wir bekommen wie 


in (34) 


ri 
j > c 
(52) sy. Y, ) <er( a). 
Weiter ergibt sich vermöge (50) 
i<K(n) 1 i< Kin) 4 ı<Kn)—Y—ı 4 


3>Y+1+kn) Iy—jl re IY+ 0—j| ae ı>k(n) «+ 1—9 


< =: — 109 +0 (m) = log 17] +0 (v7) 
8(n) g(n) 


(53) 


; 2 log g(n) + o(1), 


wegen g(n) >00, g(n) ng o(Yn), 
n>%» 
16) Für y< 0 gelten analoge Überlegungen, wobei man aber für die erste bzw. zweite Teilsumme die Ab- 
schätzung für die zweite bzw. erste Teilsumme im Falle y > 0 bekommt. Dagegen stimmt (56) wieder in beiden 
Fällen überein. 
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und 
i<Y—k(n) 1 i<Y—k(n) 4 
(54) h; ee ei 
3j>—K(n) yw—rl j>—K(n) | + — HH ‘ 


ı< K(n)+Y 4 


= Z —-1g 


«>k(n) ı 





r fu 
57 n 
Vng(n) 
i< rn 1 
j>—Kin) ıYr + 6—j| 
Mit (51), (53) und (52), (55) erhalten wir sodann 

sin -3) j<Km G (2: y, ) j<Y—kin) (3. y, ) 
(56) 3 A Ar APR 2’) 


4 


= o(1) und der Abschätzung (53) folgt aus (54) 


Mit Iog (4 Pr Kin) < log \ + 


(55) s 2logg(n) + o(1). 





rim |Y—I| en Iy-ı 


r! 
s- (e2. 2 log g(n) + 2log z(a)) + 0o(1) 


21£ 
= 2(@ + 1) logg(n) + o(1). 
Schließlich betrachten wir die Teilsummen von (D) mit j aus den beiden End- 
intervallen (Km) s|jl 7). Es ist nach (C1) und (C5) von Hilfssatz 2 mit 


IyI<zVr, 1j| > Kin) (Kin) =Vngtn), g(n) >) 


on el. ni)<elz.zVn x) 


„ofen [22n um )) -ofoe 5] 
= O0 (exp {—2g(n)?}), 
und mit (50) bekommt man (Km == Vng(n); g(n)> © 


Sr 2 j 
NIT rer +09 


ne Rn 


s z u log 2 +0( ; 
zEW—r—ıt K(n)— Y—1i K(n)— Y—1 
= O(log n), 


(58) 








und entsprechend gilt 
(59) 


js—K(n) 


i2-4 


= O(log n). 


Somit ergibt sich 


. n < n n . 
sina(y—z)| us36(5, Y, ) 
(60) - | | — = O (log n exp {—2g(n)?}). 
” nen I Y—TT 
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Fassen wir (49), (56) und (60) zusammen, so erhalten wir aus (D) 


i n n j 
sin -5) T 63% ) 


a ”-,. Io 


1 2 4 1 217 
s—logn —-—logg(n) + — (1082 + 3’) *= (e? + ı) log g(n) 


(64) Ada) = 





+ O (log n - exp {— 2g(n)?}) + o(1), 
wobei nach (49) der Koeffizient von log n nicht verbessert werden kann. 


Setzen wir zuletzt g(n) = loglog n, so folgt wegen 


O (log n : exp {— (loglog n) 2 loglog n}) = 010g n = o(1) 


aan) 
(log de 
aus (61) 


ri . 
An(z) <Z1ogn + 2 e? log,n + e (1082 + 3) + o(1) 
1 2.£ 
< = logn + = e? log, n + C*(r) (C*(r) unabh. von n). 


Damit ist (9) nachgewiesen, so daß der Beweis des Satzes 2 abgeschlossen ist. 


5. Einschränkung der Voraussetzungen bei dem Satz über Konvergenzverhalten 
der Lagrangepolynome. 


Nun werden wir uns natürlich fragen, ob nicht die Forderung, die wir in Satz 1 
an die Funktion f(x) stellten, eingeschränkt werden kann. Wird es vielleicht nicht 
genügen, die Stetigkeit bzw. das Vorhandensein der k-ten Ableitung in einer kleinen 
Umgebung des Nullpunktes zu fordern ? 


So hat z.B. Szäsz [13] für das Gelten der Beziehung lim Z,„(0) = f(0) voraus- 


n>@© 


gesetzt, daß die Funktion f(x) in <—1,1) von beschränkter Schwankung und an der 
Stelle x = 0 stetig sei. 


Weiter hat 1957 Frey [4] einen Lokalisationssatz in einem verallgemeinerten Sinne 
bewiesen, welcher sich nicht auf Punkte, sondern auf Intervalle bezieht. Das läßt sich 
in wenigen Worten etwa so ausdrücken: Für die Güte der Approximation einer gegebenen 
Funktion in (—a, ay<<—1,1), a>0, durch Lagrangesche Interpolationspolynome 
mit äquidistanten Knoten sind nur die Struktureigenschaften der Funktion in dem etwas 
größeren Intervall —a—d, a+ 6) <<—1,1), ö6>0 verantwortlich, im Restinter- 
vall muß die Funktion lediglich beschränkt sein. Die Ergebnisse von Frey lassen sich 
vermöge der Formeln (A) und (B), sogar teilweise in einer schärferen Form, erhalten. 


Hierauf wollen wir jedoch nicht näher eingehen, sondern nur die in Satz 1 ge- 
machten Bedingungen so weit wie möglich einschränken. 

Satz 3. Werden die Bedingungen des Satzes 1 dahingehend abgeändert, daß f(x) nur 
in dem Intervall (dessen Länge für n> oo nach 0 geht) 


1 


nd = a De (0 <e< e unabh. von n) 
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stetig ist und dem Stetigkeitsmodul w(f) genügt bzw. daß die k-te Ableitung dem Stetigkeits- 
modul w,(f) genügt, während f(x) in dem übrigen Intervall <—1,1) beschränkt ist, so tritt 
an Stelle des Faktors 


A(r)logn + Br) bzw. 2 7 log n 0 2 „€ log, n + Cr) 
in (5) der Faktor 
1 27 p, 
A(r)logn + B(r, M) bzw. — — log n - — e? logsn + C(r) + D(M) exp I-3 ne) log n 


(a - max |f()] + 2 - max a1). 
—1szsı ‚=0?7 —f„szs  &y 
Beweis. Besitzt f(x) eine k-te Ableitung mit dem Stetigkeitsmodul »,(f), dann 


definieren wir durch 
1 


fa); Es (a = n 3", 0<e<5) 


Er W<a<i 





a) + ee et Ba); —ASıs-h 


eine Funktion, die k-mal in <—1, 1) stetig differenzierbar ist und deren k-te Ableitung 
g”(x) dort dem Stetigkeitsmodul w,(f) genügt (in <— £&,, &n) nach Voraussetzung, im 
übrigen Intervall wegen g®(x) = g"(£,) = const. bzw. g®"(z) = g®"(—£,) = const.). 


Für die Funktion f(x) —g(x) gilt die Beziehung 
(=0; —„SsıSsh 


ee v) . < 
(62) Ma) ea) <IfaI+Z En]; „S<asi 





sıraı+ 2 ter en er ee 


Mit dem in der Behauptung definierten M gilt für (62) 
0 —&Sıst, 
= 
Nun ist aber für z€T, 
4) Il; a] Fa) = ILlg + f—g; 2] — la) — fa) + ga) 
< 11; 2] ea) + 1ulf— 8; 2]l + IM) — ga). 


Für |Z„[g, 2] — g(x) | gelten nun die aus Satz 1 bekannten Abschätzungen, |f(x) — g(x) | 
ist, da 7, innerhalb von (— £,, &,) liegt, gleich Null. So ist nur noch |ZL,[f —g; «]| 
für ET, zu bestimmen. Hierfür gilt 


(6) Ll—s2]=- Li = 3 lı ee) 


i-— 


Rt 2er ol (+ ru )-s(4,))) 
BEL P>—hg 
9 
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F 





Wegen {[,, )-s(4)) = 0 für =] <:.(d. h. für |j| s &, -- 3) ist die letzte Summe 


in (66) gleich Null. Somit folgt 
iIsz 
(67) IL; 2] < max IM) —gta)l- 2 Wı. 
Bi DIE n 
Nach Formel (A), (C 1) und (C 5) ergibt sich wegen 


Br 0% 1 . 1 
sI<ZVn ii24 = Zt, 0<e<z 


2 
1 ex =") 
7 P| 2 


(68) | 53 Iy)|= 018 n exp | — ne}. 


lz4 nit 


Mit (63) und (68) bekommen wir so für (67) 


weiter 


und 


(69) IZnlf—g;x]| s Melogn exp | _- ne| (c unabh. von n) 


und erhalten schließlich aus (64) mit (69) und Satz 1 (für die Funktion g(x)) die Be- 
hauptungen des Satzes 3. 


6. Bemerkungen über die Größenordnung der Teilintervalle mit günstigen 
Approximationseigenschaften. 


Hier wollen wir noch kurz andeuten, daß es nicht möglich ist, die Größenordnung 
des in Satz 1 angegebenen Teilintervalls zu verbessern, wenn wir dabei fordern wollen, 
daß die günstige Approximationseigenschaft der Z„(x), die wir in 7, haben, in etwa 
erhalten bleiben soll. 


Wir betrachten hierzu für ein y mit 7 7 2|ylz an} ds (0 <e< . e unabh. von n) 


(was dem Wert zmit1>|z|zn}*® ( <e< i\ aus dem Intervall (—4,1) ent- 
spricht) die Lagrangeschen Grundpolynome, deren Indizes j dem Betrage nach < n? 


sind. Nach (A) gilt, falls wir wieder die Funktion cz 5% ) verwenden: 


(m) \inz(y-5)| 1 n 
(70) a cn) 





Nach (C1) und (C 2) folgt (0 <s< 


on eltındzeft. he 
> exp [gn"(d + zn" )—2(1+2(z)) + Om ) 


> c exp I m. (c, > 0 unabh. von n). 
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Mit, . > 2 (cs > 0 unabh. von n) und (71) folgt für (70) 


Iy—ıl  n 

nr n e; ei u: 

KOE np lzarl; Il 2gmtlo<e<z); isn 
(cz, >0 unabh. von n) 


"mr )l 3= 
a a, 
1 
1 2 
Funktion A,„(y) = A„(z) exponentiell anwächst. 
Wir werden somit nicht erwarten können, daß k-mal stetig differenzierbare Funk- 
tionen richtig approximiert werden (vgl. Beweis von Satz 4 und Sätze I und II von 
Jackson). 


Tatsächlich lassen sich k-mal stetig differenzierbare Funktionen angeben, für die 
die Lagrangepolynome mit äquidistanten Knoten (bei hinreichend großem n) für 


Iyl 23 nd (0 < e<;); ve—5,5 bzw. für |e|>2n!**; z€e<—4,1) be- 


liebig große Abweichungen haben. Dies werden wir in einer späteren Arbeit zeigen (vgl. 
hierzu auch die vorläufige Veröffentlichung in den Comptes Rendues [7]). 


und somit 


n?*+® bzw. für x mit 1>|xz| > n"!*°die 


Wir sehen also, daß für y mit 5 >|y|l2 
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A correction to the paper 

An interpolation Series for continuous functions 
of a p-adic variable. 
By K. Mahler in Manchester. 





Dr. M. A. Maurice of Amsterdam has drawn my attention to a serious error in the 
proof of Theorem 2 of my paper in vol. 199 (1958), p. 233—34, of this journal. It is stated 
on p. 29 that one may assume, without loss of generality, that there is a positive integer s 
such that 

=. 
p 


f ptnandn>p°. 


This statement, unfortunately, is false and invalidates the proof. 


I have not succeeded in altering this proof so as to make it correct. Therefore | 
shall give here a new proof based on entirely different ideas. 


The assertion to be proved is as follows. 
Theorem 2. Let {a„} be a p-adic null sequence. If the limit 
. : „lc —1i 
)= lim = ) 
Iz1.>0 z n \n—1 
extended over all elements x + 0 of J exists, then: 


(i) lim 2 0, 


n>® 


(i) = m 2 ti, 


The difficulty lies in the proof of (i). Once this relation has been obtained, the second 
assertion (ii) follows immediately from the Lemma 4, p. 31, of my paper. 

The new proof of (i) runs as follows: 

Put 


0-3.) 


Since {a,} is a null sequence, f(x) is a continuous function of x € /; moreover, 


fi) =0. 
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Therefore, when x = 0 lies in J, 


2) — 0) _ Fa) - 2%(?) . =(°-1). 


x x sur \M neın \n—1 





The hypothesis of Theorem 2 is therefore equivalent to 


Iz21„>0 X 
z+0 
zeJ 


(1) 


(2) 


and so means that f(x) is differentiable at x = 0 and has the derivative 
F(0) =4. 


The formula (1) holds if and only if, given any positive integer s, there exists a 
second positive integer t such that 


(3) va sp if z€EJ, 0<|z|,sp“. 
p 


We prove (2) by showing that then also 








(4) | sm if E€EI, O0<]jEl,<p-. 


For let £ be an arbitrary element of / satisfying 
0<JE, sp". 
If f(&) = 0, (4) certainly holds; hence we assume that 
go) #0. 


By the hypothesis, f(x) is continuous at x = £. Therefore a positive integer u 
exists such that 


dab <Ifdl, HF nel, In—E, sp" 
and hence also 


Since £ is a p-adic integer, we can now determine a positive integer x such that 


|2— El, <min(p=, —1El,). 


Then x satisfies both the equations 


a), =|fO|l, and |xz],=|E],, 
and furthermore 
0<|z|, sp“. 
It follows then that 
iO | _| fa) 
E % ı» 


and so the assertion (4) is a direct consequence of (3). — 


sp“, 
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From now on we may assume that 
f(0) = 0 and (0) = A, 


because the hypothesis of Theorem 2 implies these two formulae. Define a function 
g(z) by 

0 f x=0, 

— Be EI. 
s(2) I—a 4, +0, 7 

x 
As the quotient of two continuous functions g(x) is certainly continuous for all x + 0; 
but it is also continuous when x = 0 because 


(2-3) Su. 


Hence g(x) is continuous everywhere on /. But then, by Theorem 1 of my paper, it can 
be written as an interpolation series 


g(2) -z bn (7) 


where {b„} is again a p-adic null sequence. 
Now, identically in z, 


f(x) = Ar + ag(e) = A (i) RN 


and here 


and the interpolation series for f(x) is unique. Hence, on equating the coefficients of 
identical binomial coefficients, it follows that 


a, =A+b+b; , =20b, +b); a =3(b, + b,);... 
Generally, for n > 2, 


a = nl, + bu). 
But then 


lim \®| <= 1im |. +5)» = 0, 


n>»o p n>® 


whence the assertion (i). 
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A note on the modular representations of solvable groups. 


By P. Fong') at Chicago (Ill.) and W.Gaschütz at Kiel. 





Introduetion. 


Let & be a finite solvable group of order | &| = g, and let 
6-6, &,D::p& =1 


be a principal series for &. Since & is solvable, each factor group &,;/®;,, is a p-elementary 
abelian group for some prime number p. For each element G in ®, the inner auto- 
morphism X>G-1XG = X° of ® induces an automorphism of &;/&;;.. If we write 
6;/&;;, additively, then ®,/&;,, can be interpreted as an irreducible representation 
module for & over the field X =GF(p) of p elements. Such a representation module we 
call a principal series module, and the corresponding representation a principal series 
representation. 


Let the prime p be fixed, and let ®,, ®,, - - -, ®m be the distinct principal series 
representations induced on those principal factors of & whose orders are divisible by p. 
In this paper we examine the relation between these representations ®,, ®5,: - ., Bm 
and the block structure of the group algebra K (&) of & with respect to the field X=GF(p). 
Suppose 


K(6) =B,8B,®::-®B, 


is the decomposition of K(®) into a sum of indecomposable two-sided ideals B; of K(®). 
An irreducible representation A of & over K is said to belong to the block B; of ® (or 
of K(®)) if it occurs as a constituent in B,. In particular, we assume the arrangement 
is such that the 1-representation of & belongs to the 1-block B, of ®. The following is 
our main result: 

The representations ®,, ®,, - - -, ®m of & belong to the 1-block B, of &. Moreover, 
every irreducible representation of & over K in B, will be a constituent of some suitable 
tensor product of the form 


(1) VO, OB,B8®@®,. 


Since we shall also prove that the tensor product of two representations in B, never 
involves constituents from blocks of & other than B,, the representations in B, can then 
be characterized as the irreducible constituents over K of all tensor products of the 
form (1). 


1) The work of the first author was supported in part by an NSF grant G 9504. 
Journal für Mathematik. Bd. 208. Heft 1/2 
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g1. 


The theorems which we will need from the general modular theory are stated for 
the most part for absolutely irreducible representations. Rather than reprove their 
analogues for the case where the field is X =GF(p), we will prove our result via an 
equivalent one in the case of absolute irreducibility. All representations considered will 
be modular ones. 

Let L be any finite extension of K containing the g-th roots of unity, whereg = | © |. 
In this section we do not assume ®& is solvable. An irreducible representation A of & 
with coefficients in X may become reducible in the larger field Z. If it does become so, 
the representation W is then equivalent to one of the form 


0 


(2) 
0 Fn 

where the % (i =1,2,...,n) are distinet absolutely irreducible representations of ©. 
Let o be an automorphism in the Galois group ®&(Z/K), and denote by %; the represen- 
tation of & obtained from %; by applying o to each coefficient. Then the %,, 2» - - -» In 
of (2) constitute a complete set of distinct representations conjugate to a fixed one, say 
%,, under the automorphisms of &(L/K). Conversely, given an absolutely irreducible 
representation %, over ZL, there exists an irreducible representation X over K, unique up 
to equivalence, having %, as an absolutely irreducible constituent. The proofs of these 
acts are in [1]. 

As was done for K(®), the blocks of L(®) are defined using the decomposition of 
the group algebra L(®) as a sum of indecomposable two-sided ideals. These we denote 
by B; and the arrangement is to be such that the 4-ıepresentation of ® belongs to B.. 

Lemma 1.1. Let A be an irreducible representation of & over K, and let %,, 2» - - -» Ün 
be the absolutely irreducible constituents of X. Then W belongs to the 1-block B, of K(®) if 
and only if Zu Bas: - - In belong to the A-block B, of L(®). 


Proof. Let e, be the central indecomposable idempotent of K(®) corresponding to 
the block B,. As an element of L(®) e, may no longer be indecomposable. Suppose 


(3) 3m, t+&,+ +8, 
where the &, are central indecomposable idempotents of L(®) corresponding to the 


Mein B,. The automorphisms o of & ( LIK ) act on the Ei, ‚in an obvious way, namely, 

, 18 that element of L (&) obtained from £, by applaying o to each coefficient. Each 
2 is clearly a central indecomposable idempotent of L(6) which appears in the decom- 
position (3) of e,. Let n, be the sum of the distinct &, which are in the k-th system of 
transitivity of this permutation representation of &(L/K). Then 


(4) 8 =ntnmt+m 


But these n; are central idempotents of K(®) so that only one n, can appear in (4), 
say Nı- 

An irreducible representation A over K of ® is in the block B, of K(®) if and only 
if A(e,) = Ö,,/, where e, isthe central indecomposable idempotent corresponding to B, 
and / is the identity matrix. A similar condition holds for the case of representations 
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over L. Let %, be the 1-representation of ®. Since $(&) = Fo(&ı) = 1, &, must be a 
summand of &,. We will show in fact that &, = &,. For let £, = Sa,G, where the 
@ 


coefficients a, belong to L. If o is any automorphism of &(L/K), then 


1= 80, F0(6) = Fa, (6) 
Apply o to both sides. 


1= (20% (G)) = 2 a33,16) = Fol). 


Therefore & = &, for allo in &(Z/K) and &, = e.. It follows from &, = e, that an irre- 
ducible representation A over K isin B, if and only if its absolutely irredueible constituents 


n 


are in B.. 

Lemma 1.2. Let X be an irreducible representation of & over any field of characteristic p. 
If ® is a normal p-subgroup of ®, then the kernel of W contains ®. 

Proof. By Clifford’s theorem [4], we may assume that the restrietion of Ato Disa 
direct sum of irreducible representations of ®. Since ® is a p-group, the 1-representation 
is its only irreducible one, and so ® is contained in the kernel of 4. 


The following analogue of a theorem by Burnside is probably well-known, but as 
far as the authors know, the proof has not been written up in the literature. 


Theorem 1.3. Let ® be a faithful representation of & over L. Then any given absolutely 
irreducible representation % of & must appear as a constituent of some tensor power 
Br =BDO:--®@®B (n times). 

Proof. Let Y be the character of ®, and ® the character of the indecomposable 
component of L(®) whose top constituent is %. (These characters are complex-valued 
functions defined for the p-regular elements of ®, that is, elements of order prime to p; 
see [3]). To prove the theorem, it will be sufficient by [3], (20) to prove that for some 
integer n >0, 

2’ P"(X)D(XT) +0 
x 


where the ’ on the sum means that only p-regular elements X are taken. 


Let Y assume r distinet non-zero values, say on the elements V,, V,,..., V,. Let 
5, = {p-regular V in &: Y(V) = Y(V,)} 


for «=1,2,...,r. Suppose the following is true: 


zrnn|, z av) =0, 


Since the determinant of 
(7"(V,)) 
is non-zero, we must have 


(5) 3 (V')=0fora=1,2,...,r 
VinS, 
Let $, be the set containing the identity of &. Suppose V is any other element in $,, 
so that Y(V) = Y(1). Since Y(V) is the sum of Y(1) complex g-th roots of unity, these 
roots must then all be 4. Let $ be the cyclie group generated by V. Because pt |$ |, 
10* 
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the restrietion of ® to $ must be completely reducible, say 


where the 8, are absolutely irreduciple representations of 9. $ is abelian so that the 3; 
are of degree one. Therefore each 3, must be the 1-representation of 9, and ®(V) = I/. 
From the faithfulness of 3, it follows that V =1 and S, = {1}. (5) would then imply 
that @(1) = 0, which is impossible. There exists then, in fact, some integer n <r for 
which % is a constituent of ®”. 


N 2. 
In this section, only solvable groups ® are considered. Let W be the maximal normal 
p’-subgroup of & (a p’-group is one of order prime to p). 
Theorem 2.1. L(®) has only one block B, if and only if the maximal normal p'-sub- 
group WR of © is trivial. 


Proof. Suppose R =1. Let ® be the maximal normal p-subgroup of ©. By 
Lemma 1.2.3 of [5], the centralizer E(®) of ® in & is contained in ®. Since B <1®, 
® is contained in the defect groups ® of every block of ® ([2], (9F)). In particular, 
ED) <E(P)< P, so that the only p-regular element of & which commutes elementwise 


with ® is the identity element of ©. It then follows that B, is the only block of L(®) 
([2], (10C) and (6F)). 
Suppose % > 1. Then 
1 
= G 
rar 2 


is a central idempotent of L(®), and since n +1, 1 must be the sum of at least two cen- 
tral indecomposable idempotents in L(®). This shows there exist other blocks besides 2.. 


Lemma 2.2. Let % be an absolutely irreducible representation of &. Then % belongs 
to B, if and only if its kernel K(F) ZN, where R is the maximal normal p’-subgroup of ©. 

Proof. Suppose K(F)>2N. Then % is a representation of &/R, a group which has 
no non-trivial normal p’-subgroups. % therefore belongs to the 1-block of L(®/R), and 
by [2] (9B) it follows easily that %, as a representation of &, belongs to B.. 


Conversely, suppose % is in B.. By Clifford’s theorem we may assume the restrietion 
of 5 to N breaks up into a direct sum of irreducible representations 3; of N 


31(C) 0 


G 
u for Gin. 


(6) 36) = | 
0 36) 


The element n in the proof of 2.4 belongs to the center of L(®), so that $(n) = f/, 
where f is a scalar in Z. Since % and the 4-representation are in the same block, 


= RT |N| = 4. (For two representations of ® are in the same block of L(®) if and 
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only if they represent the center of L(®) in the same way.) But consider n as an element 
of L(N). Since p+ | N |, the modular theory for N is the same as the complex theory. 
Thus the 4-block of L(R) consists of only the 4-representation of N, and its corresponding 
idempotent in Z(N) is n ([6], (8)). It then follows from (6) that each 3,(n) = 1 so that 3, 
belongs to the 4-block of N. Each 8; is therefore the 1-representation of N and K(F)>2N. 


Lemma 2.3. Let ®,; be a principal series representation (for the prime p) of ®. Then 
the absolutely irreducible constituents of ®, belong to the A-block B, of L(®). 

Proof. By 2.2 and 1.1 it will be enough to show that N= R(,;), where K(8;) is 
the kernel of ®;. Construct a principal series for & from the normal series 1IN<6®, 
where X is the maximal normal p’-subgroup of ®. Such a principal series can be used 
for defining ®, by the Jordan-Hölder Theorem. From this it is immediate that N= RK (®,). 


Lemma 2.4. Let %, and %, be two absolutely irreducible representations of & in B.. 
Then the absolutely irreducible constituents of %, ® %, also belong to B,. 


Proof. Since N < K(F,) and N K(%,), N is contained in the kernel of %, ® Fa, 
and is therefore contained in the kernel of each absolutely irreducible constituent of 


dı 8 B- 

We shall say a representation ® of ®& generates the absolutely irreducible repre- 
sentations %, Fa, --- I of & if 

(i) each %; appears as an absolutely irreducible constituent of some tensor power 
Br of ®, 

(ii) no other absolutely irreducible representations besides %,, %3; - - -, 7%; appear 
as constituents in the tensor powers ®” of 3. 


Theorem 2.5. Let & be a finite solvable group. Then there exist normal subgroups R 
and © of & such that 


()GDRDE, 
(ii) R/S is a p-elementary abelian group, 


(iii) The representation ® of & inawred by transformation on R/S generates the 


absolutely irreducible representations in B,. 


Proof. The proof is by induction. Suppose the maximal normal p’-subgroup N of & 
is non-trivial. By 2.2 the representations of & in B, are all the absolutely irreducible 
representations of &/R. By induction there exist normal subgroups R and © of & such 
that 

(1) EGERDSDN, 

(i) R/S is a p-elementary abelian group, 

(iii) The representation ® of &/N induced on R/S will generate the representations 
in the 4-block of &/R. But the 1-block of &/N consists of all the absolutely irreducible 
representations of &/R by 2.1. As a representation of &, ® therefore generates the 
representations in B,. 


Assume 3 = 1, and let ® be the maximal normal p-subgroup of &. If D(®) is the 
Frattini subgroup of ®, it follows by Lemma 1.2.5 of [4] &/® operates faithfully by 
transformation on the p-elementary abelian group B/O(RP). Take R = PandS = PP). 
Properties (i) and (ii) of 2.5. are obviously true for this choice of R and ©. By 1.3 
® will generate all the absolutely irreducible representations of &/®, and therefore by 1. 2 
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® will generate all the absolutely irreducible representations of &. Since L(®) has only 


one block, ® indeed generates the representations in B,. 


Theorem 2.6. Let & be a solvable group, and let B,, Ba, - - -, ® be the distinct principal 
series representations induced on those principal factors whose orders are divisible by p. Then 
the representations ®,, Ba, - :, ®m belong to the 1-block B, of K(®), where K=GF(p). 
Moreover, any given irreducible representation of ® in B, occurs as a constituent of some 
suitabe tensor product of the form 


(7) B,OB,O OB. 
Finally, no irreducible representation over K not in B, can occur as a constituent in tensor 
products of the form (7). 

Proof. This follows immediately from 1.1, 2.3, 2.4, and 2.5. 
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Verallgemeinerung der Siebmethode von A. Selberg 


auf algebraische Zahlkörper. II. 


Von G. J. Rieger in Lafayette (Ind., U. S. A.). 





In den beiden vorausgegangenen Teilen dieser Arbeit [21] habe ich die für den 
Körper P der rationalen Zahlen von A. Selberg entwickelte Siebmethode zu einem Sieb- 
verfahren für ganze Ideale nach Primidealen in einem algebraischen Zahlkörper K ver- 
allgemeinert. In dieser Fortsetzung beschäftigen wir uns mit der Aussiebung von ganzen 
Zahlen nach Primidealen in K. Wir behalten die früheren Bezeichnungen im wesentlichen 
bei und setzen auch die Numerierung fort. Die auftretenden Konstanten c und die Kon- 
stanten in den O-Gliedern hängen nur von K ab. 


Zunächst sieht man sofort ein, daß die Schlüsse im Beweis von Satz 1 bzw. Satz 1’ 
in allen Teilen wörtlich gültig bleiben, wenn man die ganzen Ideale n durch ganze Zahlen £ 
von K ersetzt. Daher gilt 


Satz 14. Es sei t eine positive Zahl und M = Mit) eine natürliche Zahl >1; £ durch- 
laufe die M nicht notwendig verschiedenen ganzen Zahlen E&,,...,&, aus K; ferner seien 


z, f(d), fı(lr), Z, A(d) wie in Satz1 erklärt; 


S* = UlE; p+& für Np< a)'), 
S$=N&b|H, 


Ri = St 


BRRD 
fd)’ 
R* = 5 |A(d,) Ad) Abu]; 


No, sz 
Nd, sz 


dann gilt 
(80) S*<Z +0O(RN). 


Bekanntlich ?) existiert eine positive Konstante c, mit folgender Eigenschaft: zu 
jeder ganzen Zahl «, aus K läßt sich eine Einheit e ausK derart finden, daß für « = ex, gilt 


1 


(84) |ad| <c,|R« |” 


!) Der Stern deutet an, daß das frühere $ durch sein Analogon ersetzt wurde. = bedeutet = per defi- 
nitionem. Auch schreiben wir jetzt N(...;...) an Stelle des früheren N(...,...). 
2) Vgl. etwa [19], 407. 
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Eine ganze Zahl mit (81) heiße zulässig; eine beliebige ganze Zahl aus K kann also durch 
Multiplikation mit einer Einheit in eine zulässige Zahl übergeführt werden. Für eine 
zulässige Zahl « gilt wegen (81) auch 
1 
(82) |] >.|jRel, „ed”. 


Ferner?) existiert eine positive Konstante c, mit folgender Eigenschaft: zu jedem 
ganzen Ideal f läßt sich eine Basis «,,..., &, mit 
1 


(83) || <caRf" (‚k=1,...,n) 
finden. Wir nennen sie eine zulässige Basis von f. 


Für die beabsichtigten Anwendungen von Satz 14 brauchen wir ein Analogon zu 
(32), das im wesentlichen auf Rademacher zurückgeht) (Hilfssatz 10) und beträchtlich 
einfacher ais eine Abschätzung (32) durch eine direkte Gitterpunktzählung bewiesen 
werden kann (Hilfssatz 9). 


Hilfssatz 9. Die (n, n)-Matrix U = (a;,,) habe r, reelle und 2r, komplexe Zeilen; die 
(r, +r2 + j)-te Zeile sei konjugiert-komplex zur (r, + j)-ten Zeile (j =1,...,r,); 
|det A| =A>0; ferner sei 
1 


(84) lan| <uA” =g 


mit einer gewissen positiven Konstanten u; außerdem seien a,,.. -, An, di, - - -, Du beliebige 
reelle Zahlen mit 
<a, 4 = 4n4j j=1,...r), 
Du. +; =bu4n4j j nr r,), 
1 


(85) b,— a, > vV* ce 


mit einer gewissen positiven Konstanten v und 


(86) V= "mu 6,— a) I (bi, 4: — 40); 
Pi u 


es seien noch Cı,...,C,, beliebige reelle und c, }1,---,C„ beliebige komplexe Zahlen mit 
4n4 64 =,» Pr); schließlich sei L die Anzahl der Gitterpunkte (x,, . . -, %,) mit 


a; S 2 an +6 sb, j=1..,„r); 
(87) a 
yS| San + sb, j-n+1,...%; 
für 
(88) (ra 
gilt dann 


(89) 


®) Vgl. etwa [19], 406. 
4) Vgl. [20]. 
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Beweis. Die Gleichungen 


X, = Faırtı +6; j=1,..„r) 
k=1 
K-R(Zann+e) jentl...n+r), 
=1 


%-3( Zune) j=-n+tr+ti,...,n) 
-1 


definieren eine affine Abbildung des x-Raumes auf den X-Raum; die einfache und lücken- 
lose Überdeckung des x-Raumes durch achsenparallele (halboffene) Einheitswürfel mit 
einem Gitterpunkt als Mittelpunkt geht dabei in eine einfache und lückenlose Über- 
deckung des X-Raumes durch kongruente (halboffene) Parallelotope vom Volumen 2” A 
über; ein solches Parallelotop heiße wesentlich, wenn es das Rild eines Würfels ist, dessen 
Mittelpunkt bei Z mitgezählt wird. Die Ungleichungen (87) lauten jetzt 


a,<s‘,<sb, j=1..,r): 
E<XK+X,,,<b j=en+tl..„n+r). 


Die so definierte Punktmenge M des X-Raumes hat das Volumen V, wie man sofort 
nachrechnet. Die Punktmengen M, bzw. M* des X-Raumes definieren wir vermöge 


+ <sKh<sb—— 8 G=-h..un) 
(, +29’ <H + X, <(,—2g” (=en+i,..„n+n) 
unter Beachtung von (85) und (88) bzw. 
y—2g sk, sb, +2g j > 
(max((, y— 2)’ <XK +X%,,<(,+29” (-nH+i,..„n +). 
Für das Volumen V, von M, bzw. V* von M* gilt 


0  Vy= "u (,— ,—4g) I (b,4.— 20° — (a, 4. + 29°), 


(1)  Vr= ai (b,— a; + 9 (b,4. + 29° — (a, —2g%). 
Pe 


Wegen (84) läßt sich jedes Parallelotop der obigen Überdeckung des X-Raumes in einer 
achsenparallelen Würfel der Kantenlänge 2g einschließen. Für die Vereinigung ® allen 
wesentlichen Parallelotope gilt daher M, < B< M*, woraus 


(92) V„s?2"ALSV* 
folgt. Wegen (86), (90), (91), (84), (85) ist 


(93) 


(94) 
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Wegen 
|(A+ar—A|<s2n]|al 


folgt aus (92), (93), (94) die Behauptung. 


Hilfssatz 10. Für jede zulässige Zahl £ aus K und jedes ganze Ideal aus K samt allen 
zugehörigen N Restklassen y mod f gilt®) 


Ne; &=ymodf, |£] <IeD = eu lgE role (Il 


—i 
uzıtnhiAl *. 
Beweis. Es sei &,,.. ., & eine zulässige Basis von f; in Hilfssatz 9 sei jetzt 
4, = („k=1,...n), 
gl Geh:iun) 
0 jen +i,.:.489)), 
b,=|{®]| j=41,...n), 


= y® j=1...n). 


Q; 


Dann wird 
=" |NE|, 
(95) A=YJA|Nf, 
L=N(&;€=ymodf, |&]| <|2£]). 


Alle Voraussetzungen von Hilfssatz 9 sind erfüllt; wegen (88), (89) folgt daher Hilfssatz 10 


1 
für |NE| > c,Nf. Ist dagegen |RZ| < c,Nf, so gilt |{| = 0 (nr): wegen (92) ist 
2" ALS V*. 
Aus (91), (84), (95) folgt V* = O(Nf) und daher Z = O(1), was noch zu zeigen war. 
Wenden wir die Überlegungen des vorigen Beweises auf die 2”: Mengen 
ET nd (G=l..4r), 
zs|E"| s|2®] G=-ntl..,n) 
an, so folgt 
Hilfssatz 11. Ist £ eine beliebige zulässige Zahl aus K und ist z eine beliebige reelle 
Zahl mit 
1 
0<z<[|R]|?, 


so gilt für jedes ganze Ideal f aus K und alle zugehörigen Nf Restklassen y mod f die Ab- 
schätzung 


1-7 
vl e=ymat,# <ie1 <ic) = El Hola + (IE) *) 


5) al&| <d|E]| mit reellen Zahlen a und b bedeutet a | EP | <d | EP | j=1,...,n). 





Rieger, Verallgemeinerung der Siebmethode von A. Selberg. III. 83 


Zusatz. Man sieht sofort ein: Ersetzt man die Bedingung z <|&| <| | durch 
z<lj&] <tl2|(t>0) bzw. z<j&+pl|,j&l<]|E| (9 aus K, ganz), so bleibt 
Hilfssatz 11 gültig, wenn man c, durch c(t) bzw. c(y) ersetzt. 

Wir beweisen jetzt in direkter Verallgemeinerung eines Satzes von Brun und 
Titehmarsh ®) den 


Satz 15. Es existiert eine positive Konstante c, derart, daß für alle zulässigen Zahlen £ 
aus K mit | RZ | > 1 und alle ganzen Ideale f aus K mit N < | NZ | samt allen zugehörigen 


p(f) primen Restklassen y mod f gilt 


(%) N(&; <& prim, &=ymodf, |&| <|2]))<c, ale 


FH log 
Beweis. In Satz 14 wählen wir für &,,..., &j, die Menge aller ganzen Zahlen &£ aus K 
mit&=ymodf, |&| <|£]|. Dann wird 
M=N(&;E=ymodf, |£| <|£]), 
(97) 5* = N(&; € =ymodf, |E| <|£|, p+& für Np <a), 
(98) S$=Nle;E=ymodf, |E| <|£], &= 0 mod d); 
1 
3n 
(99) = Eu . 
Wegen (y,f) = o ist die simultane Kongruenz 
€E=ymodf, 
=(0 mod d 


dann und nur dann lösbar (und zwar dann durch eine Restklasse mod df), wenn 
(d, f) = 0 ist; mit 


ee „ft für (d,f) =, 


0 für (d,f) #0 
folgt aus (98) wegen Hilfssatz 10 unmittelbar 
1 
(a). 
R 


Daher wird 


(100) 


Alle Voraussetzungen von Satz 15 und Satz 2 sind erfüllt, wenn wir in (24) noch 


on «(3 ) 


®) Vgl. etwa [3], 2. Satz 4.1 und unseren obigen Satz 5. 
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an Stelle von R’ =0O(y(z, f)) wählen und wenn wir noch 
(102) Mz2, 322 
voraussetzen; aus (80), (400), (40), (104), (39), (25) folgt dann über (97) hinaus 


se =ol{RL.) + ol "re 


wegen (99), und die Bedingungen (102) sind sicherlich für 
(104) NSc,|N | (<ea.<1) 


erfüllt. Wegen (97) werden bei S* sicherlich alle diejenigen ganzen Zahlen & = y mod f 
mitgezählt, für die (£) prim und |N&| >z, |&| <| | ist. Daher gilt 


N(£) = N(£; <&> prim, E=ymod f, |&| <|£]) 


105 
vr. < N(£; <&) prim, &= ymod f, |&| <|2], |RE| <z) + $*, 


was trivialerweise 
<N(&;&=ymodf, |&] <|2], IMEl <=) + 5* 
sN(&;&E=ymodf, |E] <|E) — NEE = ymodf,:"<|E] <|2])+ 5* 
ist. Aus (105), (106), Hilfssatz 44 folgt (96) unter Voraussetzung von (104). 
Für N >c,|NL| ist aber 
N) <N(&; = ymodf, |&] <I2]) 


(106) 


=0 (a (wegen Hilfssatz 10) 


p(f) log Ri) 


und daher (96) trivialerweise richtig. Damit ist Satz 15 bewiesen. 


Es liegt nahe, in Verallgemeinerung eines Satzes von Linnik noch folgendes zu 
vermuten *): 


Vermutung. Es existiert eine nur von K abhängige Konstante c derart, daß für jedes 
ganze Ideal f aus K und jede prime Restklasse y mod | gilt 


N(£; <&> prim, &=ymodf, |&E| <Nfr) >. 


*) Zusatz bei der Korrektur (19. April 1961). Die im Anschluß an Satz 11 oben (vgl. [21], 168) ausgespro- 
chene entsprechende Vermutung für Primideale in Idealklassen mod f statt Primzahlen in primen Restklassen 
mod f konnte ich inzwischen bestätigen (vgl. meine demnächst in Bull. Amer. Math. Soc. erscheinende Note: On 
the prime ideals of smallest norm in an ideal class mod f of an algebraic number field). 
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Für eine weitere Anwendung von Satz 14 und Satz 2 brauchen wir?) 
Hilfssatz 12. Für jede beliebige ganze Zahl £ aus K mit 


1 


(107) EI <a IR”, &=6c 
und jedes ganze Ideal f aus K samt allen zugehörigen Nf Restklassen y mod | gilt 
ii 
Ne&&E=ymodf, |El <e ||, |E—E| <el2)=o IM2| + olı + (N ) 
Ni N 
Satz 16. Für jede beliebige ganze Zahl £ aus K mit (107) und | RZ | >1 gilt 


N (n; {n> prim, <—ny prim, |n| <es|£], |E—nl| <es|2]) 


[NZ] Pr 
< 0 jogaT RE] a(ı + 5). 


Mit anderen Worten: die Anzahl der Lösungen in ganzen Zahlen £, n aus K von 


E+n=L (<&) prim, <n) prim) 
l&| <cel |, In| <ces| | 


NZ] x) 
0 (Te ER ; 


Beweis. In Satz 14 wählen wir für &,,...,&,) die Menge aller ganzen Zahlen 
n(&—n) mit |n| <e,|2|, JöE—n| <ec,|£]|. Dann wird 


18) M=N(n |nl<e|2il, IE—nl <es|2]) 
(109) 5*=N(n; |n| <es|£&], IE—nl <es|d], pt m(E— n) für Wp <z2), 
110) S=NmInl<eslil, IE—nl <eslil, Bln&— m) 
AM) z=| ne. 
o»(d) sei definiert als die Anzahl der Lösungen der Kongruenz 
n(&— m) =0 modd; 


o»(d) ist multiplikativ (auf Grund des Hauptsatzes über simultane Kongruenzen) und 


2 fürptd£, 
41 für p| 2. 


(112) o(p) = { 


Daher wird wegen (110) und Hilfssatz 12 
(113) t= | RZ], 
1 o(d) 


Te) mM’ 
R, = R'o(b), 
(114) rw =oline*). 


?) Vgl. [20] und [22], (6). 
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Alle Voraussetzungen von Satz 14 und Satz 2 sind erfüllt, wenn wir noch 


(115) M2z2, z22 
voraussetzen; aus (80), (113), (114), (25) folgt 


(116) 5* -0 (7 = + o(\ Re "an 
-0(71)+0 (Inc 


wegen (112) und Hilfssatz 4. Nun ist 
d(a) = z1 


dla 


hi 


" 22 log* .) 


eine multiplikative Funktion: 
(117) d(p) =a+ti1=s2%. 
In den Bezeichnungen von (22) sei 


(118) m’ = Ip” 
dr 


m = m’m’”. Wegen Satz 2, (112), (117) ist 


je. y 
(119) 2> 2 2 20”) 


Nm<z M pjm 


= 2 11 2" 


Nmsz Fu 
d(m’”) 
Ynsz Am 
1 1 
2 3x 3 x: 
Na<yz NA m cyz Rd 
denn es ist Wab < z, und in der Bezeichnung von (118) ist a = a’a”, b = b’b’’ und daher 


(ab)’ = a’b’, (ab)’’ = a’”’b’’; ein Ideal m mit Nm < z läßt sich also auf höchstens 1 - d({m’’) 
verschiedene Arten als m = ab schreiben. Aus (119), (40) folgt 


(120) Z > c.log*z (4 5] (2>4). 


Np 


pl? 


4 \—ı 1 
1 — —— = 0 1 — 
n( =) (m( +) 
folgt aus (116), (120), (444), (145), (108), Hilfssatz 12 
IRz] 1 
st - I — 4 —— 
arg + =) 
(121) |NZ| > c1- 


Wegen (109) werden in S* sicherlich alle diejenigen ganzen Zahlen n aus K mit 
In] <es|£&], JE—n| <es || mitgezählt, für die gleichzeitig (7) prim, |Rn| >z, 


Wegen 


für 
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(C— n) prim, |N(Z— n)| > z ist. Daher gilt 


N(&) = N(n; <m) prim, <&— m) prim, |n] <esl2], |E— nl <esl2]) 
(122) < N(n; min (|Rn|, |RE— mM) <2, nl <esl£l, |E—nl <esl2l)+S* 
<2N(n; |n| <es]2l, I|Rn| Sz)+ S*, 
woraus mit Hilfe des Kunstgriffes von (106) und Hilfssatz 11 unter Voraussetzung von 


(121) sofort Satz 16 folgt. Für 1<|NL|<c,, ist wegen Hilfssatz 10 sicherlich 
N(£) =O(A) und daher Satz 16 trivialerweise richtig. Damit ist Satz 16 bewiesen. 


Satz 16 wurde erstmals von Tatuzawa®) durch Ausbau der Methode von Brun und 
Rademacher bewiesen, jedoch nur unter der Einschränkung, daß &£ und n zulässige 
Zahlen sind. 


Satz 17. Für jede zulässige Zahl £ aus K und jede ganze Zahl y aus K gibt es eine nur 
von K abhängige positive Konstante c,; mit 


N(&; <& prim, <& + y) prim, |E] < |) < en gerri +35). 
p|y 


Beweis. In Satz 15 wählen wir für &,,..., &,, die Menge aller ganzen Zahlen &(£ + y) 
mit |&] <| |. Dann wird 
M=N«; |El <I2)), 
(123) 8 =N(&; |&E| <]2], pr&l&+y) für Wp<z), 
(124) S=N(& |E| <|2|,d|EE+ 9), 


1 


z=|N pe. 
o»(d) sei definiert als die Anzahl der Lösungen der Kongruenz 


&E+y)=0 modd; 
o(d) ist multiplikativ und 
2 fürpty, 
=, . 
1 für pl|y. 
Wegen (124) und Hilfssatz 10 wird 
i= C4 | NE L, 
Der von (143) bis (124) reichende Teil des Beweises von Satz 16 kann jetzt wörtlich 
übertragen werden, wenn man nur in (118) und daher auch in (120) Z£ durch y ersetzt. 
Für $* aus (123) ergibt sich deshalb 


s”-o( IR2| (14 25)) (NE Ze. 


log? | RZ] 51, 


Bei $* werden sicherlich alle diejenigen ganzen Zahlen & aus K mit |&| <| Z | gezählt, 
für die gleichzeitig (£) prim, (&£ + y) prim, |NE| >z, | N(&+y)| >z ist. Daher gilt 
N(&) = N(£; <&) prim, (€ + y) prim, |&| <|£]) 
<N(E: min ((RE|, |RE+Y])<z, |E] <|2])+ S* 
<N(&; |RE| <z, |E] <|EN) + NE |NE+ | Sz, |El <|2])+ S*. 


s) Vgl. [22], Satz 1. 
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Von hier aus läuft der Beweis wie der Beweis von Satz 16 (im Anschluß an (122)) unter 
Benutzung von Hilfssatz 11 zu Ende. Damit ist Satz 17 bewiesen. 


Bekanntlich ist 


(125) E 2 = log x + O(1) (2> 0), 


msız 


(126) z in = loglog x + O(1) I oo); 


psı p p prim 
im Gegensatz dazu steht der berühmte Satz von Brun: 


(127) ’- Rt = O(1) Aye ). 
psı p p prim 
p +2 prim 
Die Aussagen (125) und (126) lassen sich leicht auf ganze Zahlen von K übertragen (Satz 18, 
Satz 19); (127) läßt sich mit Hilfe von Satz 17 verallgemeinern (Satz 20). Der Einfach- 
heit halber wählen wir dabei speziell für die oben verwendete zulässige Zahl £ die natür- 


liche Zahl x; für eine ganze Zahl « aus K sei « = max | «|. 


Satz 18. Es ist 
—— = nc,logxz+0O(1 > 0). 
141 <2 (&)* 4 g + ( ) ( ) 
Beweis. Wir denken uns die (wegen Hilfssatz 10 endlich vielen) ganzen Zahlen « 
mit |&| <4 irgendwie numeriert, und wir setzen die Numerierung auf |«| <2, 
|®| <3,... fort. Jeder natürlichen Zahl m ist in eindeutiger Weise eine natürliche Zahl 
x = x(m) zugeordnet mit 
(128) 2 <Sau<zH+i, 
(129) H(ı)= z1smsH(ıi+i); 
lal<z 


Wegen (129), Hilfssatz 10, (128) ist 


(130) ln)" =m+O we 


Nun ist 


(131) ze . - 


lal<z (&)" Br, (&)" £ 
Aus (131), (130), Hilfssatz 10, (125) folgt die Behauptung. 


Satz 19. Es existiert eine positive Konstante c,, mit 


Z „ < C, loglog x (x 2 3). 
dl <z (&)" 
«) prim 
Beweis. Eine ganze Zahl « aus K heiße eine Primzahl, wenn (x) ein Primideal von K 

ist. Wir denken uns jetzt die Primzahlen « mit | «| < 1 irgendwie numeriert, und wir 
setzen die Numerierung der Primzahlen « aus K auf |«| <2, |«| <3,... fort. Wir 
können ohne Beschränkung der Allgemeinheit annehmen, daß die Summe in Satz 19 
nicht abbricht, da sonst der Satz trivialerweise richtig ist. Jeder natürlichen Zahl m ist 
dann in eindeutiger Weise eine natürliche Zahl x = x(m) zugeordnet mit 


(132) z<om<ıeHti, 
(133) N(a) = N(a; |@| < x, (a) pim)<m<N(x +1). 
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= | ur 
log &m 
und daher 


(134) m log m = 0 (kam)"). 


Wegen (133), Satz 15, (132) ist 


Nun ist 
1 1 
(135) 2 P3 


lal<z (&)* a m<sN(z) (&m)” : 
(a) prim 
Aus (135), (134), Satz 15 folgt die Behauptung. 
Eine nichttriviale untere Abschätzung der Summe in Satz 19 erfordert etwas mehr 
Aufwand. 


Satz 20. Es existiert eine nur von K und y abhängige positive Konstante c,(y) mit 


an < cl). 


' > 
<a) prim, (a + y) prim 
Beweis. Es sei y eine fest vorgegebene ganze Zahl aus K; wir nennen die ganze Zahl «& 
aus K einen Primzahlzwilling, wenn («) und (x + y) prim sind. Wir numerieren jetzt 
die Primzahlzwillinge « wie die Primzahlen im vorigen Beweis. Der vorige Beweis über- 
trägt sich wörtlich; die Anwendung von Satz 17 an Stelle von Satz 15 liefert 


m log? m < c,(y) (&m)" 


an Stelle von (134), woraus sich die Behauptung wie im vorigen Beweis ergibt. 
Aus (103) folgt unmittelbar 


Satz 21. Es sei £ eine beliebige zulässige Zahl aus K, f ein beliebiges ganzes Ideal 
aus K und y eine beliebige ganze Zahl aus K mit (y, f) = 0; ferner seien a, b, z reelle Zahlen; 
ist dann 

a 
In ’ 
2<z<RP, |RNISRF, 


a>1i1, O<b< 


so gibt es eine nur von K, a, b abhängige Konstante c(a, b) mit 


IN] 
log z 


Ne; &=ymodf, |E| <|2], pt& für Np <z)< c(a, b) 
Aus (103) folgt außerdem 


Satz 22. Es sei £ eine beliebige zulässige Zahl aus K und a, z reelle Zahlen; ist dann 
222, a>2n, |R|=>=, 


so gibt es eine nur von K und a abhängige Konstante c(a) mit 


u NE] 
< IM 
N; lEl <IEl prE für Rp <a) <cla) gr - 

Zu einer Verallgemeinerung der Sätze 15, 16, 17 gelangt man, wenn man 
nach Vorgabe der natürlichen Zahl s die s Paare ganzer Zahlen «;,, fı aus K mit 
(&, Br) = 0, ß; — &ß, + 0 (j + k) betrachtet und für &,,. . -, &,, in Satz 14 die 
Zahlen E=(a,n+ Bı) (un + Bo), |n| <| | wählt. Wie man bei Satz 15 von 
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einem einfachen und bei Satz 16 und Satz 17 von einem zweifachen Sieb spricht, so 
liegt jetzt ein s-faches Sieb vor. Modifiziert man Hilfssatz 10 oder Hilfssatz 12 in nahe- 
liegender Weise, so kann man durch Ausgestaltung des Beweisgedankens von Satz 16 
die s-fache Aussiebung vornehmen und gelangt zu einem Satz, der im Falle des Körpers P 
der rationalen Zahlen in dieser Allgemeinheit wohl erstmals von Prachar ?) bewiesen wurde. 

In den obigen Sätzen treten Bedingungen der Gestalt |&| <|£| auf. Die Tat- 
sache, daß £ eine Zahl von K ist, wird jedoch an keiner Stelle benutzt. Man kann 
daher die zulässige Zahl £ aus K in diesen Bedingungen durch einen zulässigen 
Vektor {a,,..., @,} ersetzen; dabei heiße ein Vektor {a,,..., a} zulässig, wenn 
a, >0(j=1,..,n), a4; 9,4; =. r) und <ca'a„(j=i,...,n) 
ist. Die na Konjugierten einer zulässigen Zahl £ geben also in bequemer Weise zu einem 
zulässigen Vektor Anlaß. 

Es ist nicht schwer, die obigen Sätze noch dahingehend zu verallgemeinern, daß 
man die Auszählung der ganzen Zahlen &£ nach allgemeineren geometrischen Figuren 
(konvexen Körpern oder Sternkörpern etwa) an Stelle der durch zulässige Zahlen Z 
und zulässige Vektoren £ erzeugten Figuren |&| <|{| vornimmt.‘ 
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Umschreibende Würfel von konvexen Körpern 
in euklidischen Räumen '). 


Marston Morse gewidmet. 


Von S$. $. Cairns in Urbana (I]ll.). 


1. Räume von Schachteln und Würfeln im R”. 
Im n-dimensionalen euklidischen Raum AR" sei & = (£,,..., {„) ein orthonormales 


Vektorensystem. In bezug auf £ drücken wir einen Punkt von AR" in der Form z= 8 2;{; 
im 1 


aus. Wir nennen das Koordinatensystem (z) = (2,, . . ., 2.) mit & verbunden. 
Eine Z-Schachtel K, im R" ist eine Punktmenge von der Form 


(1.1) K.:, <sz, <a, +c (20) ((=1,..4R). 


Die Eckpunkte von K, sind die 2” nicht notwendig verschiedenen Punkte mit den 
(2)-Koordinaten (a, + &,C1, -- -, @n + EnCn); WO (£1, -- -, &) die Werte O0 und 4 unabhängig 
voneinander annehmen. Die Kantenlängen von K, sind (c,,.. .,„c„)-.ImFallee, = =c, 
heißt K, auch ein £-Würfel. Offenbar ist die Dimension Dim K, gleich der Anzahl der 
Kantenlängen, die positiv sind. Ein ö-Würfel hat die Dimension 0 oder n. 

Eine Schachtel [ein Würfel] im R" ist eine Punktmenge K, für die ein System Z 
existiert, so daß K eine Z-Schachtel [ein Z-Würfel] ist. 


1.1 Eine £-Schachtel K, ist auch eine £'-Schachtel für jedes System &' der Form 

(1. 2) e = (e, &; ..n enCi,); 
wobei, = +1 oder 1 (j=1,...,n) und (i,,...,i,) eine Permutation von (1,...,n) 
bezeichnet. 

Das folgende einfache Resultat ist eine Verallgemeinerung von 1.1. 

1. 2 Bezeichnen wir mit (c,,...,c;,) die positiven Kantenlängen von K,, 
k = Dim K,(O Sk<n),so ist K nicht nur eine £-Schachtel, sondern auch eine Ü'-Schachtel, 
"=(&,.-.,,), dann und nur dann, wenn eine Teilfolge (£;,-.--, L;,) des Systems {’ 
mit der Eigenschaft 


(1.3) ati: ,=+1ode —1, k=1,...%) 
existiert. Im Falle k = ist diese Bedingung für jedes £' trivialerweise erfüllt. 


!) Die Hauptresultate dieser Arbeit wurden in der „Research Announcements“ Abteilung des Bulletin of 
the American Mathematical Society veröffentlicht. (Cireumseribed eubes in euclidean n-space, 65 (1959), 327—8.) 
Die Arbeit wurde am Institute for Advanced Study (Princeton, New Jersey) mit Unterstützung der National 
Science Foundation (Grant G-8153) und des Office of Naval Research (Grant 298%00)) der USA vollendet. Über 
sie wurde im Juli 1960 ein Vortrag an der Universität Bonn gehalten. 


12* 
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Es ist leicht zu bestätigen, daß die Kantenlängen und die Eckpunkte einer Schachtel 
K invariant sind; das heißt, wenn X als £-Schachtel dargestellt wird, sind die Kanten- 
längen und die Eckpunkte (aber nicht ihre Koordinaten) unabhängig von £. 


Der Raum K* der Schachteln im R" wird folgenderweise definiert. Seine Elemente 
sind die Schachteln. K sei eine Schachtel und U, (i =1,..., 2") seien irgendwelche Um- 
gebungen ihrer Eckpunkte. Dann besteht eine Umgebung U(K) von K in K* aus allen 
Schachteln X’ mit folgender Eigenschaft: K’ € U(K) dann und nur dann, wenn jedes U, 
wenigstens einen Eckpunkt von K’ enthält. Der Raum W* der Würfel im R* ist der 
Unterraum von K*, der aus den Würfeln im AR" besteht. 


2. Räume von umsechreibenden Schachteln und Würfeln. 


2.1 Von hier ab werden wir mit & = (£,,.. . ., &„) ein festes orthonormales Vektoren- 
system im A” bezeichnen, und wir werden A" als Modul mit der Basis &£ und dem ent- 
sprechenden Koordinatensystem (x) betrachten. Im allgemeinen‘ werden wir ortho- 
normale Vektorensysteme und ihre verbundenen Koordinatensysteme im AR" mit n und 
(y), £ und (z) usw. bezeichnen. 


Gegeben sei eine beschränkte Punktmenge A< R". Eine Z-Schachtel K, (siehe 
(1. 2)) heißt die umschreibende Z-Schachtel (von A), wenn 


(2. 1) a; = min {,|z2€ A}, +0 = max {,|z2€ A} 


gilt. Aus X, = K,, (siehe 1. 2) folgt leicht, daß X, dann und nur dann die umschreibende 
n-Schachtel ist, wenn (2. 1) gilt. Daher können wir K als eine umschreibende Schachtel 
(von A) definieren, wenn K gleich irgendeiner umschreibenden Z-Schachtel von A ist. 


2.2 Für gegebenes A bezeichnen wir mit K= K(A)<K* den Raum der um- 
schreibenden Schachteln (von A); das heißt, den Unterraum von K*, der aus allen um- 
schreibenden Schachteln von A besteht. Der Raum der umschreibenden Würfel ist der 
Unterraum W = W(A)<K, der aus den Würfeln W € K besteht. 


2.3 Jede umschreibende Schachtel von A ist auch eine umschreibende Schachtel der 
konvexen Hülle von A und umgekehrt. Hiernach nehmen wir an, daß A kompakt und 
konvex ist. Bei Untersuchungen der Räume von umschreibenden Würfeln hat diese Vor- 
aussetzung keine Beschränkung der Allgemeinheit zur Folge. 


Im Jahre 1942 hat Kakutani?) eine Frage von Rademacher beantwortet, indem 
er die Existenz eines umschreibenden Würfels im Falle n = 3 bewiesen hat. Diesen 
Existenzsatz haben Yamabe und Yujobö®) auf den n-dimensionalen Fall verallgemeinert. 
Mit anderen Worten: Yamabe und Yujobö haben bewiesen, daß der Raum W(A) nie 
leer ist. 


2.4 Im trivialen Fall, wenn A aus einem einzigen Punkt besteht, besteht W(A) 
aus einem einzigen O-dimensionalen Element. Hiernach nehmen wir an, daß A wenigstens 
zwei Punkte enthält und daher auch die sie verbindende Strecke. 


2) S. Kakutani, A proof that there exists a eircumseribing cube around any bounded closed convex set 
in R°, Annals of Mathematics, 48 (1942). 

3) H. Yamabe und Z. Yujobo, On the continuous function defined on a sphere, Osaka Mathematical Journal, 
2 (1950). 
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2.5 Satz I. Für jede Menge A gilt folgende Abschätzung der Dimension des Raumes W 
ihrer umschreibenden Würfel: 
„n-ya—2 
” 2 

2.6 Vermutung. Für jede Menge A enthält W einen Unterraum der homöomorph zu 
SO(n —1) ist. 


(2.2) Dim SO(n —1) < Dim W < Dim SO(n) = 





3. Die Funktionen c;. 


Der Rest dieser Arbeit befaßt sich hauptsächlich mit dem Beweis von Satz I. Der 
letzte Abschnitt behandelt die Vermutung im Falle n =3. 

3.1 Zu jedem System Z (siehe 2.1) gibt es eine einzige umschreibende Z-Schachtel 
K,(A), und jede umschreibende Schachtel X ist gleich der umschreibenden Z-Schachtel 
K,(A) für jedes Z£ einer ganzen Klasse von Systemen (1.1 und 1.2). 

Wir werden SO(n) als Rotationsgruppe des RA" und o€ SO(n) als einen Operator 
auf Vektorensystemen Z betrachten. Zum Beispiel bezeichne o£ das System, das man aus 
der Basis £ durch eine Rotation o erhält. Durch die Gleichung 


(3.1) x(0) = K,.(A) (siehe 3.1) 
definieren wir eine stetige Abbildung 
(3. 2) »:SO(n)>K. 


3.2 Lemma. Jede n-dimensionale umschreibende Schachtel KEK hat genau 
v — 2"-1In! Urbildr x "\(K). 

Beweis: n sei ein System mit K = K,„(A). Von den 2"n! Systemen (e, 9; ,- +, &n 7i,) 
[Bezeichnung wie in (1. 2)] sind genau die Hälfte Rotationen von &. Das Lemma folgt 
leicht aus 1.1 und 1.2. Auch könnte man leicht eine Verallgemeinerung des jetzigen 

Lemmas für k-dimensionale Schachteln (k < n) ableiten, wir brauchen aber keine solche 
 Verallgemeinerung. 


3. 3 Korollar. Für jedes A mit 1 <Dim A =<n hat jeder umschreibende Würfel 
WEW genau v Urbilder x-"(W). 

Dieses Korollar folgt aus 3.2 und der Tatsache, daß ein umschreibender Würfel 
einer k-dimensionalen Menge A (k > 0) n-dimensional ist. 


3.4 Satz II. Mit 
(3. 3) 2(n) = (0,,...,@,) 


bezeichnen wir die Untergruppe von SO(n), die aus allen Rotationen mit folgender Eigen- 
schaft besteht: 


(3. 4) = (el, nd) (Bezeichnung wie oben). 


Mit S bezeichnen wir den Gruppenraum 

(3. 5) 5 = S(n) = SO(n)/%(n) 
und mit 

(3. 6) x»:5S>K 


die Abbildung von S in K, die durch x induziert wird. Wenn A n-dimensional ist, dann 
ist x ein Homöomorphismus. 
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Dieser Satz und das folgende Korollar sind leicht zu beweisen mit Hilfe von 3.2 
und 3.3. 

3.5 Korollar. W'’<S bezeichne das Urbild »-:(W). Dann ist x = x| W' ein 
Homöomorphismus x’: W'> W, selbst im Falle Dim A<n. 


Wir werden die Kantenlängen (c,,...,%) von K,.(A) = x(e) (siehe (3.1)) als 
Funktionen auf SO(n) betrachten. Sie werden durch folgende definierende Ungleichungen 
von K,; bestimmt: 


(3. 7) x(e) = K (A) :a,(0) <z, Sa,(e) + c;(o) 
wo (z) das mit £ = o£ verbundene Koordinatensystem bezeichnet. Die Funktionen 
(&1,- . ., ©) sind eng miteinander verknüpft, wie folgendes einfache Resultat zeigt. 


3.6 o,, € SO(n) sei irgendeine Rotation, die den Vektor & in den Vektor £, bringt. 
Dann gelten die Identitäten 


(3. 8) c;(e) = ci(0j:0) (i, 7 =1,...n) o€ SO(n). 


4. Der Raum V. Zwei Spezialfälle. 


Nach den Definitionen ist x(e) = K,,(A) dann und nur dann ein Würfel, wenn 
c(e) == (eo) ist. Symbolisch ausgedrückt: 


(4. 1) »()EWclo) = = le). 
4.1 V< SO(n) bezeichne folgenden Unterraum von SO(n): 
(4. 2) V=V(A) = {e€SO(n)|c(o) == mlo)}- 


Aus o € V folgt wo € V für jedes ® = (w,,..., ©) = 2 (siehe 3. 4). Daher entsteht der 
Raum W’ = W (= bedeutet homöomorph zu, siehe 3. 5) aus V durch Identifizierung der v 
Punkte wo für jedes o € V. Weil 2 nur endlich viele Elemente enthält, gilt die Beziehung 


(4. 3) Dim V = Dim W’ = Dim W. 
Jetzt bilden wir SO(n) in den AR" folgendermaßen ab: 
(4. 4) f: SO(n)> R" wo f(e) = (c1(e), - - -, (0), 


wo (c,(0),.. ., @n(o)) einen Punkt in bezug auf das System (x) bezeichnet. 

4.2 Lemma. Der Raum V ist das Urbild der Diagonale 

(4. 5) D=fa,..,))la ==: =2} (D<R), 
also 

(4. 6) V=f-\(D) (VE SO(n)). 

Dieses Lemma folgt aus (4.1) und (4. 4). 

Das ganze Bild fSO(n) liegt im Teilraume R" — (0) von AR”, wo R", durch 
&s; Z0(i=4A,...,n) definiert ist und (0) den Nullpunkt bezeichnet. Der Einheits- 
punkt der x;-Achse sei mit p;(i =1,...,n) bezeichnet und x: [R’, — (0)] > s"-! be- 
zeichne die Zentralprojektion vom Nullpunkt aus auf das geschlossene (n — 1)-Simplex 
s"-1 = PpıPa‘*' Pu. Anstatt f werden wir meistenteils die Abbildung 


(4.7) g = nf: SO(n) > s"-! 
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gebrauchen. Sie kann auf folgende Weise beschrieben werden: 
c(0) 


2 c;,(o) 
j=1 


(4. 8) g(e) = (yılo),-- -, 9n(e)), Yilo) = 


4.3 In (4.8) können wir (y,(e), - - -, Yn(o)) entweder als die (x)-Koordinate von 
g(o) oder als seine baryzentrische Koordinate auf s"-! = p,Pz'*'P„ betrachten. Als 
Folge von 4.2 gilt 


(4. 9) V=g"!(q, 
wo q das Baryzentrum von s"-! bezeichnet. 
Nach 1.1 mit x = 0 besitzen f und g folgende Symmetrieeigenschaft: Aus 


(215: ., &) € fSO(n) bzw. (2, -. ., 2.) €gSO(n) 
folgt 
(2,3... 2,) € fSO(n) bzw. (2,,...,2,) €gSO(n) 


für jede Permutation (i,,...,i„.) von (1,...,n). Allgemein sei (u,,...,4,) ein bary- 
zentrisches Koordinatensystem auf einem Simplex s"-!. Eine Punktmenge &< s"-1 
nennen wir symmetrisch auf s"-!, wenn 


(u,..,W)E 2 -(u,..,u)€E% 


für jede Permutation (i,,. . -, i„) von (4,...,) gilt. Eine Abbildung g: 2’— s"-! nennen 
wir symmetrisch (in bezug auf s"-!), wenn die Bildmenge g£’ symmetrisch auf s"-! ist. 

Die geometrische Bedeutung der Symmetrie in bezug auf s"-! ist leicht einzusehen 
mit Hilfe der ersten baryzentrischen Unterteilung von s"-!. Wir haben folgenden Satz 
gerade bewiesen: 

4.4 Satz III. Der Raum V ist das Urbild des Baryzentrums eines (n — 1)-Simplexes 
s"-1 bei einer symmetrischen Abbildung g: SO(n) > s"-!. 

Die Menge fSO(n), und daher auch gSO(n), erfüllt noch andere Bedingungen, die 
wir nicht gebrauchen werden. Man kann sie aus folgender Tatsache ableiten: Die Menge A 
schneidet jede (n — 1)-dimensionale Randschachtel von jeder umschreibenden Schachtel. 


Wir bemerken, daß Dim SO(n) a 


gSO(n) < s"-! folgt Dim gSO(n) < n — 1. Durch g wird die Dimension daher um wenig- 
n(n —A n—A)(n—2 
en EN N ne 


Satz*) der Dimensionstheorie gibt es daher wenigstens einen Bildpunkt r € gSO(n), für 
den gilt 


(4. 10) Dim g"'r > 


und Dim s"-!=n—A ist. Aus 





stens vermindert. Nach einem wohlbekannten 


= Dim SO(n —1). 





(r—1)(n—2) 
2 


4.5 Aus Symmetrie- und Homotopiebetrachtungen werden wir schließen, daßr =g 
die Bedingung (4. 10) erfüllt. 

Betrachten wir den Fall einer Strecke A = a,a,. Die umschreibenden Schachteln 
sind genau die Schachteln mit a,a, als einer Hauptdiagonalen. Offenbar ist K€K ein 
Würfel, d.h. X € W, dann und nur dann, wenn die Winkel zwischen a,a, und den Kanten 


von K alle gleich arccos ıs sind. Daher entsteht der ganze Raum aus einem umschreiben- 
n 


#) W. Hurewicz and H. Wallmann, Dimension Theory, Princeton 1948, p. 91, Theorem VI 7. 
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den n-Würfel K° durch Rotation von K® in R" um die Gerade a,a, als Achse. Daher 





gelten W= SO(n—1) und Dim W = e- I a So wird die untere Grenze in 
(2. 2) realisiert. Um die obere Grenze zu realisieren, genügt es, A = S"”-! zu setzen, wo 
$r-1 eine euklidische (n — 1)-Sphäre ist. 
4.6 Es ist also unmöglich, die Abschätzung (2. 2) zu verbessern. Bei den eben er- 

wähnten Spezialfällen haben wir folgende Bildmengen : 

(a) A=aa, >gSOln) = s"!, 

(b) A=S"r-1>gS0(n) =4. 
Den Fall A = a,a, kann man auch als den Fall Dim A = 1 charakterisieren. Zwischen 
Dim A und gSO(n) bestehen die folgenden einfach abzuleitenden Beziehungen: 


4.7 Dann und nur dawn, wenn gSO(n) einen Eckpunkt p,, j€(l,...,n) von s"-! 
enthält, ist A eine Strecke und gSO(n) = s"-!. Dann und nur dann, wenn gSO(n) ein 
k-dimensionales Simplex p,,Pp;, '** Pi, < s""! schneidet, ist Dim A<k+1. 


(4. 11) 


5. Elementare Rotationen. 


Als Vorbereitung zum allgemeinen Fall betrachten wir den Falln =2. Wir para- 
metrisieren den Rotationsraum SO(2), der gleich S! ist, folgendermaßen mit einem Para- 
meter t: 

&, = nı608t + sin t, 
, = — mSsSint-+ n,c0st. 


(5.1) = en 


Geometrisch gesprochen ist o(t) die positive Rotation um den Winkel ti. Diese Para- 
metrisierung gestattet uns, (c,, c,) als Funktionen von i zu betrachten: 


(5. 2) ct) = cs (elt)). 
Folgende Identitäten gelten: 
(5. 3) Gl) =clt+nN) ( -- 3) = Gı(t) (8. (3. 3)). 


5.1 Satz IV. Im Falle n= 2 ist W(A) homöomorph entweder zu SO(2) = S! oder 
zu einer abgeschlossenen nicht leeren Untermenge einer Strecke. Jede solche Untermenge wie 
auch SO(2) ist homöomorph zu einem Raum W von umschreibenden Würfeln. 


Dieser Satz folgt sofort aus folgendem Hilfssatz: 
5.2 Hilfssatz. Im Fallen = 2 ist der Raum V(A) (s. (4. 2)) ein nichtleerer Unter- 


raum von SO(2), der periodisch in t ist mit der Periode Z- Zu jedem abgeschlossenen Unter- 


raum V' mit Periode 3 gibt es eine kompakte konvexe Menge A< R®, für die V' = V(A) ist. 


Beweis des Hilfssatzes: Nach 4.4 ist V(A) das Urbild des Mittelpunktes g einer 
Strecke s! = p,p, bei einer Abbildung g: SO(2)>s!, wo gSO(2) symmetrisch in bezug 
auf q ist. Weil SO(2) zusammenhängend ist und die Abbildung g symmetrisch und stetig 
ist, ist g€ gSO(2). Daher ist V(A) nicht leer. 

Gegeben sei eine Menge V’ des Hilfssatzes. Wir betrachten SO(2) = S! als den 
Einheitskreis (x, = cos t, x, = sin t) im R? und können ohne wesentliche Beschränkung 
der Allgemeinheit voraussetzen, daß V’ den t = 0 entsprechenden Punkt (1, 0), und daher 
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auch den t -=7 entsprechenden Punkt (0, 1) enthält. V, bezeichne den Durchschnitt 


von V’ mit dem Bogen 5,:0 St - auf S!, und A sei eine konvexe Hülle der Menge 


S' — (S, — V;). Man bestätigt leicht, daß ein umschreibendes Rechteck K(A) dann und 
nur dann ein Quadrat ist, wenn eine Kante von K(A) tangential zu S! an einem Punkt 
von V, ist. Der Hilfssatz und Satz IV folgen nun sofort. 

Für allgemeines rn werden wir auch mit einer Parametrisierung des Raumes SO(n) 
anfangen (s. $6 unten). Danach werden wir Satz I aus Symmetrie- und Homotopie- 
eigenschaften folgern. Die Homotopiegruppen des Raumes SO(n) sind sicherlich nicht so 
einfach wie im Falle n = 2, aber wir werden SO(n) im Beweise von Satz I durch eine 
Zelle, analog wie SO(2) durch $,, ersetzen können. 

Als ersten Schritt für eine Parametrisierung von SO(n) werden wir eine kanonische 
Faktorisierung (6. 2 unten) einer beliebigen Rotation o:£&— n definieren. Die einzelnen 
Faktoren werden ebene Rotationen sein, wo eine ebene Rotation 0; (t) folgendermaßen 
durch ihre Wirkung auf die Elemente eines Systems n charakterisiert wird. 4) Jeder 
Vektor n„(h # i,j) bleibt fest. 2) Der Vektor n, dreht sich um den Winkel i nach n,. 
3) Um die Orthogonalität zu bewahren, dreht sich n, gleichzeitig um denselben Winkel t. 


5.3 Hilfssatz. Gegeben sei ein Einheitsvektor n,. Dann existiert eine Rotation von 
der Form 

(5. 4) 1 0,(1) rl _ı) 3 0,(%) 
mit n = Oı8ı- 

Beweis: Eine Rotation o, von der Form (5. 4) dreht £, in einen Vektor mit folgenden 
Komponenten, wie man leicht bestätigt: 


ic 1 ER 1 
u, = cost, costy cost, 
(5. 5) 0,8: u, = sint, cost, ,, COS, 5°" cost, (kh=2,..,.n—iA) 


u, = sin ti). 


Unser Hilfssatz folgt aus der Tatsache, daß die Gleichungen (5.5) eine Parameter- 
darstellung einer (n — 1)-dimensionalen Einheitssphäre $"-! sind. 


Wir werden (t') = (t},...,t}) als kartesisches Koordinatensystem in einem Para- 
meterraum AR"-! betrachten. Die Gleichung (5. 4) definiert 0, = o,(t!) = o,(t2,..., t}) als 
Funktion mit R"-! als Argumentbereich. 


5.4 Wir nennen o,(t!) eine elementare Rotation, wenn 


(5. 6) 


ist (Br! ist eine Schachtel im Ar-!), 
Der Beweis des folgenden Korollars bietet keine Schwierigkeiten. 


5.5 Korollar. (u,,..., #,) seien die Komponenten des gegebenen Einheitsvektors n,.- 
Dann gibt es, mit folgenden Ausnahmen, genau eine elementare Rotation o,(t!), die die 
Bedingungen von Satz III erfüllt: a) Im Falle 7, = e&,;, (e= +1 oder —1; j > 2) gilt 

en 
Freu 0) 
ist. Hier sind (%,.:.,4_,) willkürliche Werte, die (5. 6) erfüllen. b) Im Falle 
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N, = ot!) &,, (t!) € B"" dann und nur dann, wenn (t!) = (4, wo 
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(|u,;| <1,u, =0,u, <0) gibt es genau zwei elementare Rotationen o, (t!) =o,(+7,%,...,t.), 

für die 5. 3 gilt. Hier sind (t},...,£,) durch n, bestimmt, mit || < 7 (ku 3,..4 8). 
5.6 Die Gleichungen (5.5) definieren eine stetige Abbildung o,: BY! s"—!, 


Nach 5.5 ist o, eineindeutig auf dem Inneren von B"-! (a. h. auf der Menge 


’ 


s —; hum3,.:% n), aber nicht auf den Randpunkten von Br-!, 


5.7 Im allgemeinen werden wir 
(5. 7) 0% = ort) Kl) Arıllrı) (h=1,...n—1) 


eine elementare Rotation nennen, wenn 
(5. 8) To? FORTE N 7 


ist. Hier bezeichnet B"-* eine Schachtel in einem Parameterraum R"-*, 


6. Kanonische Faktorisierung einer Rotation. 


6.1 Satz V. Jede Rotation o:&—> n läßt sich als Produkt 


(6. 1) 0 = On-ıPn-2 Pr 


von elementaren Rotationen (s. 5.7) darstellen. Hier haben die Parameter 
I een, N = amd. 


als Bereich eine Schachtel 
(6. 3) ET u ee BEE 5 (cartesisches Produkt) 


in einem Parameterraum RY = R"—! x R"=? x ---x R', wo B"—* und R"* wie in 
5.7 definiert sind. 

Beweis: Dieser Satz folgt leicht aus einer wiederholten Anwendung von 5.3 und 
5.5. Durch eine elementare Rotation o, bringen wir &, in n,. Dann halten wir n, fest, 
während wir durch eine elementare Rotation o, den Vektor o,&, in 72 = 0301%; bringen, 
usw. In der (k — 1)-ten Stufe dieses Verfahrens ist ein Produkt o*_, =, _ı9%"_2‘''0ı 
von A—1 elementaren Rotationen vorhanden, wo 


(6. 4) %_ı y (&; ... &,) - (m, “+. M—ı we, ...- en 


ist. Der nächste Faktor ist eine elementare Rotation ,:4 "> n (8 5.7), die 
(13, 9%s-) festhält. Mit dem (n — 1)-ten Schritt erreichen wir die Formel (6. 1). 


6.2 Wir nennen die rechte Seite von (6.1) eine kanonische Faktorisierung von 0. 

6. 3 Die Gleichungen (6. 1) und (5. 7) definieren eine stetige Abbildung o : B" > SO(n), 
wo o(t) = o,(t) ist. Nach 5. 6 ist o eineindeutig auf dem Inneren von B”, aber nicht auf 
den Randpunkten von B”. 

Für unsere jetzigen Zwecke ist es unnötig, das Verhalten von o auf dem Rande 
von B“ (mit Hilfe von 5.5) festzustellen. 
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7. Beweis des Satzes I. 


7.1 Hiltssatz. Die Bildmenge gSO(n) = goB“ enthält das Baryzentrum q von s"-!, 

Beweis: Nach 4.1 und 4. 3 ist dieser Hilfssatz zum folgenden Resultat äquivalent. 
Der Raum V, und daher auch der Raum W, ist nicht leer. So können wir 7. 1 aus dem 
Existenzsatz von Yamabe und Yujobö folgern. Auf folgende Weise kann man den Hilfs- 
satz mehr im Geist dieser Arbeit beweisen. Die Abbildung go : BY — s"' definiert auf s" =" 
eine singuläre N-Zelle, die als Punktmenge mit gSO(n) übereinstimmt und die daher 
symmetrisch in bezug auf s"-! ist. Aus Homotopiebetrachtungen folgt, daß eine singuläre 
symmetrische Zelle auf s"-! das Baryzentrum g enthalten muß. Wir lassen die Einzel- 
heiten weg. 


7.2 Satz VI. Im Inneren von B” gibt es eine Schachtel C" mit der Eigenschaft 
(7.4) K = {x(o)|e€ocC}}. 


Beweis: Nach Definition ist K = {x(o)| oe € oB" = SO(n)}. Der Satz bedeutet, daß 
man B“ durch eine kleinere Schachtel C” ersetzen kann, wo C“ aus inneren Punkten 
von B“ besteht, und doch den ganzen Raum K von umschreibenden Schachteln gemäß 
(7.1) erhält. Für eine gegebene Schachtel K€EKseil = (£,,.. -, £„) ein System, für das 
K=K, gilt. Mit eg = +1 oder —1 und j, € (1,...,n) bezeichnen wir zwei solche 
Werte, daß 


(7. 2) %(&,,828,) = min {a(&,,eö)jle=+1,—1;j=1,...,n} 
ist, wo & die Winkelfunktion mit 0 <a <r bezeichnet. Dann bestätigt man leicht, daß 
folgendes gilt: 


(7. 3) co8 a(d,, &5,) 2 - 


Vn’ 
Wir setzen n, = &,£, und bezeichnen mit 
(7. 4) 9 = (li) 02) 


die einzige elementare Rotation (s. 5.4 und 5.5), für die n, = o,£, ist. Nach (5. 5) gilt 


(7. 5) cos 13 costz - cost, = cosald,, n) Z Vn ; 
n 
Aus (7.3) und (7.5) folgt 


(7. 6) 0:S4 S Arco 7, j=2,...,n) (0 < Arcos —-< 5). 


Vn 2? 
Wir haben bewiesen, daß £, durch eine Rotation o,(t!) in einen Vektor n, parallel 


zu einer Kante von X = x(o) sich drehen läßt, wo 0 St; S Arccos 75 n . =2..,0) 
n 


gilt. Dies ist der erste Schritt eines induktiven Verfahrens. Im nächsten Schritt fahren 
wir auf ähnliche Weise fort, und zwar halten wir n, fest und drehen o,£, in einen Vektor 
72 = &L,, durch eine elementare Rotation 


n 


05(t?) = 0,(1) - * - 05(8) mit O0 <t} < Arccos IE. ER < Arccos 2: s 
Yn —1 Yn 
So erhalten wir endlich eine Rotation o = oft) = olt,,...,ty), für die 


Zen ct G=1,..,.XN) 
Yn 2 


13* 





100 Cairns, Umschreibende Würfel von konvexen Körpern. 
undn„=o'£, K=K,= x(o) gilt. Satz VI folgt, wenn C*“ die folgende Schachtel ist 


(7.7) C":0 <t,< Arccos ni 
yn 


7.3 Nach 6. 3 ist o| C” ein Homöomorphismus, der eine geschlossene N-Zelle 
(7.8) ol" = Sl <SOfn) 


definiert. Zu jeder umschreibenden Schachtel X € K gibt es nach 3. 2 eine Menge x-!(K) 
von » Urbildern. Satz VI bedeutet, daß S} wenigstens ein Element aus jeder solchen 
Menge x-!(K) enthält. 

Im allgemeinen ist die Bildmenge goC“ = gS}} nicht symmetrisch in bezug auf s"-1, 
aber zwischen der Menge gSO(n) und der Menge gS;) gilt folgende Beziehung: gSO(n) 
enthält dann und nur dann einen Punkt p € s"-!, wenn die baryzentrischen Koordinaten 
von p eine Permutation der baryzentrischen Koordinaten eines Punktes von gS} sind. 

Jetzt kann man die Beweisführung des zitierten dimensionstheoretischen Satzes) 
anwenden, um zu beweisen, daß 

h re . (n — 1) (n — 2) 

(7.9) Dim x-!q = Dim W > - a nn 


gilt (s. 4.4 und 4.5). Daraus folgt Satz 1. 


8. Über die Vermutung. 
Im Fallen =3 ist N = 3. Die Schachtel - 


(8. 1) B’:|t,| sa, It, <;, | <a 


ist durch t,-Strecken gefasert, wo eine 1,-Strecke eine Strecke parallel zur t,-Achse bedeutet. 

8.1 Durch die Abbildung o wird diese Faserung in eine singuläre Faserung von 
P® = $O0(3) übergeführt. Wir finden es bequem, P3 = $O0(3) als B? mit Randpunkt- 
identifizierungen zu betrachten (s. 6. 3), und den Ausdruck t,-Sirecken für die Fasern zu 
bewahren. 

Auf jeder t,-Strecke 7, bleibt c,(t) = c,(t}, iz, t3) fest, während cz;(t) und cz(t) sich 
wie im Fallen =2 (85) als Funktionen von i, verhalten. In der Tat sind diese die zwei 
Kantenlängenfunktionen im Falle n = 2 für die orthogonale Projektion von A in die 
(N72, 73)-Ebene. Daher gilt 


cz (n. ta,1; + 7) = Cz(t}, ta, 13) 2 
(8. 2) (s. (5. 2), (5. 3)). 


Cz (n. t,,t; + 7) = Cy(t,, ta, 13) 


8.2 Das heißt, die Werte c,(t) und c,(t) wechseln sich auf jeder Teilstrecke der 
n 
2 
einen Punkt der Menge 


(8. 3) Ca: Call) = call). 


Wir bemerken, daß die drei Mengen Ca: c,(t) = Call), Cys: Cı(t) = cslt) und Cy 
topologisch äquivalent in bezug auf P® sind. Jedoch ist C',, leichter zu betrachten wegen 


5) Hurewiez und Wallman, loc. eit. 


Länge — von einer t,-Strecke 7, ab. Daher gibt es auf jeder solchen Teilstrecke wenigstens 
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der Auswahl der Parameter (t). Wir bemerken die Beziehung 

(8. 4) V=zCanCe- 

8.3 Der Fall W=K von Satz I ist trivial. Darum nehmen wir an, daß K— W 
nicht leer ist; das heißt, daß Punkte auf P® existieren, so daß c;(t) > c;(t) gilt. 


Mit D, und D_ bezeichnen wir die Mengen, die durch die entsprechenden folgenden 
Ungleichungen definiert sind: 


(8. 5) D;:cz(t) > czit), 


D_:cs(t) < cz(t). 
Nach (8.2) hat C,, die Periode z 


der t;-Richtung vertauscht D, mit D_ und umgekehrt. Die Menge C',, trennt D, von D_ 
auf P®. Eine t,-Strecke 7, erfüllt eine der folgenden zwei Bedingungen: 1) T,< C,, oder 
2) T, schneidet D,, D_ und C,. Nach 8. 3 gibt es t,-Strecken, die 2) erfüllen. 

8.4 Satz VII. Wenn C,, eine stetige Schnittfläche C?, der t,-Strecken enthält, dann 
enthält V einen Teilraum, der homöomorph zu einer Menge A< E?® ist, wo E®— A nicht 
zusammenhängend ist. 


: t ' n. 
in bezug auf t,, und eine Translation durch yın 


Wir wissen nicht, ob die Hypothese dieses Satzes im allgemeinen erfüllt ist. 


Beweis des Satzes: 


8.5 Hilfssatz. BS bezeichne den Schnitt t, = 0 von P?. Auf B5 nimmt die Funktion c, 
jede Kantenlänge der umschreibenden Schachteln an. 


Beweis des Hilfssatzes: In der kanonischen Faktorisierung 0 = o3(t3) 0, (t,, t,) hängt 
0, nur von (t,,t,) ab. Durch o, wird £, in einen willkürlichen Einheitsvektor n, gedreht. 
Daraus folgt der Hilfssatz. 

Jetzt seien g,, 9, zwei Punkte von B}, mit 
(a) c1(g) = min fe,(t) | (d) € P®}, 
(b) c,(g,) = max {c,(t) | (t) € PP}. 
T', sei eine (stetige) Kurve auf B} von g, nach g, mit einem Parameter r, wobei I',(0) = 9 
und /’,(1) = g, ist. 

8.6 Als Folge von 8.5 nimmt c,(g,) jede Kantenlänge an, wenn g, den Punkt auf 
T', mit dem Parameterwert r bezeichnet (0 <r<i1). 


T sei die Kurve auf der Schnittfläche C?,, die auf /', durch die Projektion C}, > B5 
abgebildet wird, 7,(r) sei die i,-Strecke durch den Punkt von I’, mit dem Parameter- 
wert r und r(r) sei der Durchschnittspunkt 


(8. 7) rd) = T,dRT. 
Dann gelten 


(8. 8) 


(8. 6) 


su, =& für r(0), 
246. =& für r(1) 
als Folge von (8. 6) und der Tatsache, daß c, auf jedem 7,(r) konstant ist. Daher gibt 
es einen Wert 7*(0 < * < 1), für den c, = c, = c, für r(r*) gilt. Das heißt, auf jeder 
Kurve auf B2 von g, nach g, liegt die Projektion eines Punktes von C},, der aus V ist 
(8. (4. 2)). Satz VII folgt dann. 

Im Paragraphen 8 wurde eine Untersuchung der Vermutung 2.6 im Falle n = 3 
begonnen. Wir hoffen, sie in einer späteren Abhandlung fortzusetzen. 





Eingegangen 9. November 1960. 





Shifts on Hilbert spaces‘). 


By Paul R. Halmos, University of Chicago. 





Introduetion. 


Does every operator on an infinite-dimensional Hilbert space have a non-trivial 
invariant subspace ? The question is still unanswered. A possible approach is to classify 
all invariant subspaces of all known operators in the hope of getting an insight that will 
lead to a proof or a counterexample; this paper is a step in that direction. The operators 
selected for study are certain special isometries, called shifts. There are two reasons for 
this choice. First, shifts constitute perhaps the simplest and most natural class of operators 
for which the classification problem is solvable but not trivial. Second, shifts are known 
to be typically infinite-dimensional operators, and it is not unreasonable to hope that 
their study, even if it does not lead to a solution of the existence problem, might make 
further work on the classification problem easier. 


Shifts can be discrete or continuous, they can go in one direction or in two, and 
they can have finite multiplicity or infinite. The study of invariant subspaces of shifts 
was begun by Beurling [1]; he considered discrete unilateral shifts of multiplieity one, 
and he used analytic function theory. The study was continued by Lax [4]; he considered 
continuous unilateral shifts of finite multiplieity, and he used the theory of Fourier 
transforms in the complex domain. This paper considers discrete shifts, both unilateral 
and bilateral, of countable multipliceity; the methods belong to the geometry of Hilbert 
space. The difference between discrete and continuous is not very important; it is more 
technical than conceptual. The difference between unilateral and bilateral is somewhat 
greater, but, as the geometric method shows, it is still not profound. The principal 
advantages claimed for this paper are the simplicity of the methods and the validity 
of the results for infinitely multiple shifts. Except for the difference between discrete 
and continuous, the latter settles a problem raised by Lax in connection with certain 
partial differential equations. 


Discrete shifts can be defined in terms of sequences (functions of integers) or 
alternatively (dually) in terms of functions on the circle. In the sequential representation 
certain invariant subspaces of a rather simple structure become clearly visible. The 
pertinent concept is this: a subspace of a Hilbert space is a wandering subspace for an 
operator A if it is orthogonal to all its images under the (positive) powers of A. For any 
operator A, the span of the images of any subspace under the (non-negative) powers 
of A is invariant under A; if the operator is an isometry and if the subspace is a wandering 
one, the structure of the invariant subspace so spanned and the behavior of the operator 
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on that subspace are especially clear. Theorem 2 below says (for unilateral shifts) that 
every invariant subspace is obtained from a wandering subspace in the way just described. 
(For bilateral shifts the statement needs a slight modification.) Beurling and Lax prefer 
to represent shifts on function spaces (as opposed to sequence spaces) and to characterize 
invariant subspaces as the ranges of certain multiplication operators; the extension of 
that result to shifts of possibly infinite multiplieity appears below in Theorem 3 (existence) 
and Theorem 4 (uniqueness). 


Wandering subspaces. 
Fix an operator A and consider the correspondence that assigns to each wandering 
subspace N the invariant subspace M = V A"N. It is important to know that this 
n=0 


correspondence is one-to-one, in the sense that N is uniquely determined by M. Indeed, 


since AM = van, so that AM ıN, it follows that N is the orthogonal complement 


of AM within M. Equivalently, N is the orthogonal complement of the range of the 
operator obtained by restrieting A to M. 

The preceding argument suggests a way to construct examples of wandering sub- 
spaces: given the operator A, let $ be the orthogonal complement of the range of A. To 
say that 8 is a wandering subspace for A means that if fand g are in 8, and if n >0, 
then (A"f, g) = 0, and that is obviously true, even if f is not in $. To be sure, if the range 
of A is the entire space, then the example obtained in this way is a trivial one, and the 
same is true, though for a different reason, if A = 0. For most operators A, however, 
the construction yields a non-trivial example of a wandering space. Observe that the 
space $ could also have been described as the kernel (null space) of the adjoint operator 
A*, but that description would not have been particularly helpful here. 

For isometries, wandering subspaces behave better than usual: if U is an isometry, 
and if N is a wandering subspace for U, then U"R% 1 U" whenever m and n are distinct 
non-negative integers. In other words, if f and g are in W, then U"f ı Urg. For the 
proof, assume that m > n (this can always be achieved, by a change of notation if 
necessary); then 

(Urf, U"g) er RR; Urf, g) = (Umf, g) = 0, 
since N is a wandering subspace. (Recall that since U is an isometry, U*U =1.) f U 
is unitary, even more is true: in that case U”N ı U" (for a wandering subspace NR) 
whenever m and n are any two distinct integers (possibly negative). Proof: given m and n, 


with m # n, find k so that m + k and n + k are positive; if f and g are in I, then 
(Umf, Urg) = (Ur+kf, Ur+tkg) = 0), by the result for isometries. 


Lemma 1. /f U is an isometry on a Hilbert space 9 and if 8 = (US)! is the orthogonal 
[6 1 [ 
complement of the range of U, then ( vu.g) - n ur9. 


Remark. The lemma will be used in the form stated, but it will be proved in a 


slightly different form. The left side of the asserted equation is equal to nl U"g&)t, and 


the proof will show that this is equal to the right side. 


Proof. Assume that f€ nt U"g&)t and prove by induction that f€ Ur$ for all n. 
For n = 0 this is trivial. Assume therefore that f€ Ur$, so that f = U"g for some g. 
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Since FE(U"K)4, i.e., U"rg ı U”ß, it follows that g 1 8. This implien that g€ US, and 
hence that f = U"rg € Ur+!19, as desired. Conclusion: n ai<, n „ed. 


To prove the reverse inclusion, use the Amieiscrn generality ehe UM: < (UM): 
for all subspaces M. (Indeed, if fEM!, so that Uf is a typical element of UM, and if 
geM, so that Ug is a typical element of UM, then Uf ı Ug follows, since U is an 
isometry, from f Lg.) Now compute: 


u"+'H = U"(UH) = Ü"RI<(U" RK), 
and the result follows. 


Lemma 4 implies that if U is an isometry on Ö and if & = (US9)!, then vun 


reduces U. Indeed, the space vu is obviously invariant under U; the lemma implies 


that the same is true of its orthogonal complement. 


Unilateral shifts. 


There are two extreme kinds of isometries on a Hilbert space 9, the unitary ones 
and the pure ones; every isometry is a mixture of those two kinds. (A brisk summary 
of the main facts about isometries was given by Brown [2].) To motivate the definition 
of purity, recall that an isometry U is unitary if and only if U9 =$, or, equivalently, 
ws = {0}. A pure isometry behaves as differently as possible; the definition requires 


that V, U”"& = 9, where, as before, & = (U$)!. It is irrelevant for the purposes of this 


n= 


paper, but it might be of interest to observe, that, whenever U is an isometry, f € vos 
n= 


if and only if U*"f>0, and hence that U is pure if and only if U*"— 0 tends strongly 
to 0 asn> =. 

Here is the usual way to construct a pure isometry. Let ® be a Hilbert space, and 
let 9, be the direct sum of a countable collection of copies of ® indexed by the non- 
negative integers. (The reason for the plus sign will become clear later; for the time being 
it may be regarded as a harmless decoration.) In other words, an element f of 9, isa 
norm-square-summable sequence {fo, fi, fa, - - .} whose terms are in ®. (Norm and inner 


product in 9, are given by || f ||? = $ || f„ ||? and (f, g) = & (fa, 8x); the linear operations 
n=0 


n=0 - 
are defined coordinatewise, of course.) If an operator U, is defined on 9, by 


U,{fo fi» fa -- .} er {0, fo fu fo -- L 


then it is clear that U, is an isometry. The range of U, is the set of fs with f, = 0; if & 
is the orthogonal complement of that range, then ® is the set of f’s with f„ = 0 for all 
n #0. (Note that the projection f f,, restrieted to , is an isomorphism between $ 
and 2.) It follows that U} & is the set of f’s with fu = 0 for alln + m, and hence that U, 
is a pure isometry. The operator U, is called a shift, or, more precisely, the unilateral 
shift based on ®. Since, to within isomorphism, the dimension of ®, say N, is the only 
thing that distinguishes U, from other unilateral shifts, U, may also be called the 
unilateral shift of multiplieity N. 

Unilateral shifts are more than special examples of pure isometries; the definition 
of purity shows that each pure isometry is isomorphic to some unilateral shift. (If, in 





Halmos, Shifts on Hilbert spaces. 105 


on 
the notation consistently used above, ” Ur& = 9, then each f in $ has a unique repre- 


sentation as an orthogonal series 5 U"rf,, with f„ in & for all n.) Most of the remainder 
n=0 


of this paper is devoted to the study of unilateral shifts, and the notation for them, 
introduced above, will remain fixed from now on. The essential fixed data are ®, 9,, 
X and U,. To be sure, on two occasions below, $, and U, will be identified with certain 
isomorphic versions of themselves, but the identification will be natural and it will not 
call for a change of notation. 


Commutativity. 


The simplest invariant subspaces for an operator are the ones that reduce the 
operator. A subspace M reduces an operator A if and only if the projection on M commutes 
with A. Since a projection is Hermitian, it commutes with an operator A if and only 
if it commutes with both A and A*. It follows that a natural way to generalize the deter- 
mination of all subspaces that reduce A is to determine all operators that commute 
with both A and A*. For unilateral shifts this turns out to be quite easy. 

Each operator € on ® induces in a natural way an inflated operator C on 9,; by 
definition 


Che, In fan: 3 = Cie Chu Ofa - : -} 


It is an elementary exercise to prove that the inflation correspondence C > c preserves 
the linear operations, products, adjoints, and norms; it is an embedding of the operator 
algebra on ® into the one on 9,. 


Theorem 1. An operator A commutes with both U, and U* if and only f A=C 
for some operator C on ®. 

Proof. To prove something about U*, it helps to know what it is. The answer 
(easily verified) is that 


Ve a 


Now to verify that each © commutes with both U ‚and U* is just a straightforward 
computation. The product of U, and C, in either order, sends 


For I» I» 2,8 .} 


{0, Cho, Ch, Ch, 2 »)> 


and the product of U? and 4 in either order, sends it onto 


(Ch, C},, C}z, oe +}. 

For the converse, assume that A commutes with both U, and U#. Since & is the 
kernel of U#%, it follows that if fER, then U*Af= AU*f=0. This implies that 
AfER whenever fER, i.e., that 8 is invariant under A. Let C be the operator on ® 
defined as follows: if f, € and if f = {f,0,0,0,...}then FE, so that AfER, and, 
therefore, Af = {go 0,0,0,...}; put Cf, = gu. (The operator C is isomorphic, under 
the natural isomorphism between ® and 8, to the restriction of A to &.) It follows that 
A= C at least when f€ ®, and this implies that if FE, then 


AU? f= Ur Af= UL = CURf 


Journal für Mathematik. Bd. 208. Heft 1/2 


onto 
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Pi 


(since both A and C commute with U +). Since, finally, vv;8 = 9, it follows that 


4Af= cf for all f, and the proof is complete. 

Two special cases of the theorem are worthy of note. First, if U, is simple (that 
means that it has multiplicity one), then the only operators on ® are scalars; since the 
inflation of a scalar is a scalar, it follows that the only operators that commute with both 
the simple unilateral shift and its adjoint are the scalars. Second, since Cisa projection 
if and only if C is a projection, the theorem gives a usable description of all reducing 
subspaces of U, (for all multiplicities). The result is that there is a one-to-one corres- 
pondence between all subspaces of ® and those subspaces of $, that reduce U,; the 
reducing subspace of $, corresponding to a subspace of ® consists of the sequence whose 
terms belong to the given subspace. (This consequence of Theorem 1 appears in [2].) 
The two special cases combined yield the result that the simple unilateral shift is irre- 
ducible (i. e., it has no non-trivial reducing subspaces). 


Bilateral shifts. 


A subspace invariant under an operator A may reduce A, or it may be irreducible, 
in the sense that none of its non-zero subspaces reduces A. (Equivalently: a subspace 
is irreducible for A if the restriction of A to the subspace is an irreducible operator.) 
For every operator, each invariant subspace is the direct sum of a reducing subspace and 
an irreducible invariant subspace, and this decomposition is unique. (Just take the span 
of all the reducing subspaces included in the given subspace.) Since all the reducing 
subspaces for the unilateral shifts can be considered known, it remains only to determine 
all their irreducible invariant subspaces. This problem can be solved by methods that 
work just as well for a slightly generalized version; what follows is the formulation and 
solution of the generalized problem. 

Consider, as before, a Hilbert space ®, and let $ be the direct sum of a countable 
collection of copies of ® indexed by the set of all integers. In other words, an element f 
of $ is a norm-square-summable bilateral sequence 


{. ... I-» I-» (fo) fi fa 7 -} 


whose terms are in ®; linear operations, inner product, and norm are defined just as 
for unilateral sequences. (The parentheses in the sequence symbol are merely a notational 
device; they indicate the term that occupies position 0.) Let U be the operator on 9 
defined by 

Uf. ee. I-» I-» (fo); In I» RR .} — {- ul; !-» I-» (-), Io fu» .% .}- 


It is clear that U is unitary; the adjoint (which is the same as the inverse) of U is defined by 


Ur. 1 ol tell. .}- 


The operator U is called the bilateral shift based on ®, or, in case dim ® = N, the 
bilateral shift of multiplieity N. 

The space $, studied before is naturally isomorphic to a subspace of 9; the 
isomorphism is the one that maps {fu fu fa». ..} onto f...,0,0, (fo) fu fa». ..}. It is 
convenient to identify $, with isomorphic copy, and that is hereby done. With that 
understood, it makes sense to say and it is trivial to see that $, is invariant under the 
bilateral shift U, and that, in fact, the restrietion of U to $, is just the unilateral shift U,. 
The wandering subspace & of $, that played a role before is still of some importance; 
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in the present notation $ consists of the set of bilateral sequences f with f„ = 0 for all 
n #0. The fixed data from now on are the spaces ®, 9, $,, and 8, and the operators 
U and U,.. 

The general problem to be solved is the determination of all irreducible invariant 
subspaces for bilateral shifts. The lemma that follows implies that this problem for 
bilateral shifts is indeed more general than the same problem for unilateral shifts. A 
“geometric” solution of the problem is given by Theorem 2; the more familiar “analytic’ 
solution is in Theorem 3. 


Lemma 2. /f R% is a wandering subspace for the bilateral shift U and {WM = m UN, 
then M is an irreducible invariant subspace for U. 
Proof. Only the irreducibility of M needs proof. FFEM, f+0,then = Z Di 


with n EN foralln >0, and fm #0 forsome m > 0. The non-zero component "unf, 
may be characterized as the projection of f into the subspace U"R; by the same token, 
{m is equal to the projection of U”"+DFf into the subspace U-'R. Since U! = U*, and 
since U!R is orthogonal to M, it follows that every non-zero element of M is mapped 
out of M by a suitable power of U*, and hence that M cannot include a non-zero sub- 
space invariant under U*. 

It is a special case of this lemma (put N = $) that $, is an irreducible invariant 
subspace for U. Since a subspace of Ö, is invariant under U, if and only if it is invariant 
under U, it follows that any determination of all irreducible invariant subspaces for U 
automatically serves to determine all invariant subspaces (irreducible or not) for U,. 
Note in particular that the reducing subspaces for U, described after Theorem 1 above 
are included among the invariant subspaces described in Theorem 2 below. Thus the 
reducing subspaces for U, receive double coverage in this treatment, and the reducing 
subspaces for U none at all. The latter are covered by the well known commutativity 
theory of normal operators (the so-called functional calculus); nothing more needs to 
be said about them here. 


Theorem 2. /f M is an irreducible invariant subspace for U [an invariant subspace 


for U,], then there exists a wandering subspace % for U [for U,] such that M = vum. 


Proof. The preceding discussion shows that it is sufficient to treat U alone; the 
theory for U, follows. Write RD = Mr (UM)*; in other words, N is the orthogonal 
complement within M of the range of the operator obtained by restrieting U to M. 


© ı 
Assertion: Mn ( v_urg) reduces U. Indeed, Lemma 1, applied to the restriction of U 


to M, implies that that subspace is equal to n vum; this makes it obvious that the 
subspace is invariant under U. (Since M > UM > U?M>---, the intersection of all the 
terms of this sequence is equal to the intersection of all but the first.) Invariance under 
U*(= U-!) also follows: 

U-! N UM = Ur N Ur- IM< N, UM. 


Since M is irreducible, the subspace just proved to be Bea must be the zero subspace, 
and that implies the conclusion of the theorem. 


It may be of interest to remark that if M = v UN is a reducing subspace for U,, 


then N< ®, and the corresponding subspace of 8 es described after Theorem 1) is the 
14* 
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image of N under the natural correspondence between 8 and ®; if, on the other hand, 
M is given as CH,, for some projection C on ®, then %® = CR. 


Funetional representation. 


Theorem 2 provides some insight into the geometric structure of invariant subspaces 
for shifts, but it by no means solves all the problems of the theory. It does not, for instance, 
help in the construction of invariant subspaces, and it does not serve to answer even 
such a concrete question as this: are there any irreducible invariant subspaces for U other 
than the easy ones obtained by applying a fixed power of U to $,? The next topic to 
be studied, the functional representation for shifts, furnishes the answer. 

Let Z= {z: |z| =1} be the unit eircle in the complex plane. Interpret mea- 
surability in Z in the sense of Borel and measure in the sense of Lebesgue, normalized 
so that the measure of Z itself is 1. The differential symbol ‘‘dz’’ will be used to indicate 
integration with respect to this measure. 

Let ® be a Hilbert space; to avoid the pathology of the uncountable, assume from 
now on that ® is separable. Let $ be the set of all measurable functions f from Z to ® 
such that [ || f(z) ||?dz < oo; measurability here can be interpreted either weakly or 
strongly — in view of the separability of ®, the two are equivalent. (See Hille and 
Phillips [3; Section 3. 5.]) The functions in $ (modulo sets of measure zero) constitute a 
Hilbert space with the pointwise definitions of the linear operations and with the inner 
product given by (f, g) = [ (f(z), g(z2))dz. (Here (f(z), g(z)) is the inner product of the 
two elements f(z) and g(z) in ®. Note that the separability of ® implies that $ is sepa- 
rable.) Consider on the Hilbert space $ the operator U defined by (Uf) (z) = zf(z). It is 
easy to verify that U is unitary; U-!(= U*) is defined by (U*f) (z) = zf(z). 

Since the elements of $ are functions, $ has some structure that is not definable 
in every Hilbert space. The most important special feature of $ is the subspace & 
consisting of all constant functions. In other words, a function f belongs to & if and only 
if there is a vector v in such that f(z) = v for almost all z. Assertion: 8 is a wandering 


subspace for U, and v „= 9. The first part of the assertion is easy to prove. 
Suppose, indeed, that. Pen = u and g(z) = v almost everywhere; if n #0, then 


(Urf, g) = [ (z"f(z), g(2))dz = [ (z"u, v) dz = (u, v) [zrdz = 0. 


The second part of the assertion is somewhat deeper. Suppose that f€ $ and that f 1 U"& 
for all n; it is to be proved that f = 0. The assumption means that [ (f(z), z2"v)dz = 0 
for allvin ® and all n. If g(z) = (f(z), v), then g is an integrable complex-valued function 
and all the Fourier coefficients of g vanish. It follows that, for each v, the inner product 
(f(z), v) vanishes for almost all z. The separability of ® implies that f(z) = 0 for almost 
all z, and that is the point at issue. 

The preceding result implies that $ is naturally isomorphice to the space of all 
bilateral sequences of terms in ®, with the usual linear operations and inner product; 
the natural isomorphism carries U onto the bilateral shift. It is convenient to identify 
the new 9 (the function space) with the isomorphic old $ (the bilateral sequence space), 


and that is hereby done. Under the identification, the space $, is recognized as V Urß, 
n=0 


and the operator U‘, is, of course, the restrietion of U to the invariant subspace 9.. All 
the previous considerations are thereby recaptured in the new setting, and the use of 
the same notation is justified. 
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The functional representation will presently provide a characterization of wandering 
subspaces for U that will greatly facilitate the application of Theorem 2. Here are the 
first two steps in that direction. 

Lemma 3. If f and g are in $ and if (U"f, g) = 0 for alln +0, then (f(z), g(z)) is a 
constant almost everywhere. 

Proof. The assumption says that [z"(f(z), g(z))dz = 0 for alln +0. This means 
that the inner product part of the integrand, which is a complex-valued integrable 
function, is such that all its Fourier coefficients, except possibly the constant term, are 
equal to zero. 

Lemma 4. /f % is a wandering subspace for U, then dim RW < dim ®. 

Proof. Let {fi} be an orthonormal set in N. Since $ is separable, the set is countable. 
Since N is a wandering subspace, (U”f;,f,) =0 for alln +0. It follows from Lemma 3 
that (fi(z), f;(2)) is a constant almost everywhere. Since 


S (Fitz), fi(2)) dz = (fi, f}) = du, 


it follows that (fi(2), f(z)) = d.; for almost all z. Since there are only countably many 
exceptional sets of measure zero to discard, there exists at least one z such that 
(fi(2), f;(2)) = 64. This implies that the space ® includes an orthonormal set of the same 
cardinality as {f;}; the proof is complete. 


Operator funetions. 


The functional structure of $ suggests the consideration of certain special operators. 
Suppose that F is a function on Z whose values are operators on ®. If f € 9, then F(z) f(z) 
makes sense for each z in Z; write (Ff) (z) = F(z) f(z). Does Ff belong to $ ? The answer 
is vos if F is measurable (weakly or strongly — as before, it is all the same) and essentially 
bounded. The latter means that the essential (i. e., almost everywhere) supremum of 
|| F(z) ||, for z in Z, is finite; the value of that essential supremum is then the norm || F I 
of the operator F. The mapping F > F preserves the linear operations, products, adjoints, 
and norms; it is an embedding of the algebra of bounded measurable ®-operator functions 
(modulo sets of measure zero, of course) into the operator algebra on 9. If F is a constant 
almost everywhere, then the operator F here defined coincides (at least on Ö$,) with the 
inflation of that constant as defined before; the passage from F to F, for any bounded 
measurable operator function F, may be regarded as a generalized inflation. If F 
is a scalar multiple of the identity almost everywhere, then F commutes with G for 
every G. This applies, in particular, to the function given by F(z) =z 1; in that case 
F=U ‚ of course. 


Certain operator functions can be used to give examples of wandering spaces. 
Suppose, to begin with, that F(z) is an isometry on ® for almost all z. (Measurability 


is always assumed.) Assertion: the subspace FR is a wandering subspace for U. (Recall 
that ® consists of those vector functions in $ that are constant almost everywhere.) 
Proof: if f(z) = F(z) u and g(z) = F(z) v, with u and v in ®, then 


(Urf,g) = [ (z"F(z) u, F(z) v)dz = [2"(F(z)u,F(z)v)dz = [2"(u, v)dz 
(since F(z) is an isometry) = (u, v) [z"dz = 0 


for all n + 0. The same proof works for an unavoidable technical generalization of the 
result. Suppose, in fact, that U is a subspace of ® and that, for almost all z, the operator 
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F(z) is a partial isometry on ® with initial space U. (This means that || F(z) u|| = || u || 
when u € U, and F(z)u = 0 when u ı U.) It follows that (F(z)u, F(z) v) is a constant 
(independent of z), and that is all that was needed in the proof just given. For a coneise 
summary of the result it is convenient to make the following definition: an operator 
function F is rigid if there exists a subspace U of ® such that F is almost everywhere 
an isometry on U and zero on U. Conclusion: if F is rigid, then FR isa wandering subspace 
for U. This conclusion implies that if F is rigid, then F9, is an irreducible invariant 


subspace for U. Indeed, F9, -F vug = V UH(FR), and the result follows from 
n= n=0 


Lemma 2. Note that invariance is easy to prove directly (from the commutativity of F 
and U); the result for wandering subspaces, and Lemma 2, are needed to prove irre- 
ducibility. 

The preceding discussion of U on $ leaves unanswered one question about U, 
on 9,. If FR isa wandering subspace for U,, then FR? is included in 9, (or, equivalently, 
F 9; is included in $,); under what conditions does that happen ? Here is one answer: 
for a bounded measurable operator function F, the operator F maps $ into 9, if and 
only if [(F(z) u, v)z"dz = 0 for all u and vin ® and for all n < 0. Indeed: FR is ortho- 
gonal to $+ if and only if (Ft, Urg) = 0 for all f and g in 8 and for alln < 0, and this 
is equivalent to the vanishing of [ (F(z) u, z2"v)dz for allu and vin ® and foralln< 0. 
This characterization of the F’s with FR<H, says, roughly speaking, that all the 
Fourier coefficients of F with negative index are equal to zero. For this reason, an operator 
function F such that FR < 9, will be called a Taylor function below; the idea is that it 
behaves the way Taylor series behave (as opposed to Laurent series). Conclusion: if F 


is a rigid Taylor function, then FR is a wandering subspace and FH, is an invariant 
subspace for U,. 

It is easy to construct some rigid operator functions, and even rigid Taylor functions, 
and thus to construct non-trivial examples of invariant subspaces for U, and irreducible 
invariant subspaces for U. Suppose, for instance, that ® is the two-dimensional complex 
coordinate space; in that case an operator on ® is naturally identifiable with a two-rowed 

1 (2+10 
= (:: —10 
F(z) is, for each z, a partial isometry whose initial space is the set of all vectors with 
vanishing second coordinate, and hence that F is a rigid operator function. (It is even a 
Taylor function.) 

If dim ® =1, then operator functions may be regarded as ordinary complex 
numerical functions. An arbitrary measurable function of constant absolute value 1 is a 
rigid function. If, in particular, e„(z) = 2”, then each e, is a rigid function; forrn > 0, 
the e„’s are even Taylor functions. More interesting examples of one-dimensional rigid 
Taylor functions exist, but they are not quite so easy to see. There is a bit of a theory 
associated with the subject; an elegant recent discussion of the basic facts has been 
given by Rudin [5]. 


matrix. If, for a concrete example, F(z) = 


) ‚ then it is easy to verify that 


Invariant subspaces. 
The purpose of what follows is to prove that the preceding construction of wandering 
and invariant subspaces succeeds in constructing them all. 
Lemma 5. /f R is a wandering subspace for U [for U,], then there exists a rigid 
function F [a rigid Taylor function F] such that R = FR. 
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Proof. The preceding discussion shows that it is sufficient to treat U alone; the 
theory for U, follows. Since, by Lemma 4, dim 3 < dim ®, there exists a subspace U 
of ® with dim U = dim X. Let A be an operator from ® to N such that A maps U 
isometrically onto N and such that A maps U! onto 0. If F is defined by F(z) v = (Av) (z) 
for each v in ®, then F is a measurable operator function. Since Av € N, so that 
(Ur Av, Av) = 0 for all n +0, Lemma 3 implies that || #(z) v || is a constant almost 
everywhere, and hence, in particular, that F is bounded. If v€ U, then 


lv I? = || Av ||? = [Il (Av) (2) ||?dz = [|| F(e) v |ltdz, 


so that the constant || F(z) v || is equal to ||» || almost everywhere; this means that 
almost every F(z) is an isometry on U. (To see that the “almost every” is independent 
of v, argue separately for each v in a basis.) If v € Ut, then Av = 0), and, again, it follows 
that almost every F(z) annihilates U. This proves that almost every F(z) is a partial 
isometry with initial space U, and hence, in particular, that F is rigid. If fE ®, so that 
f(z) = v almost everywhere, for some v in ®, then (Ff) (2) = F(z) v = (Av) (z), so that 
FREN. I, conversely, gE N, so that g = Av for some v in ® (in fact for some v in U), 
and if f(z) = v for all z, then FE R and g(z) = (Av) (z) = (Ff) (z), so that R< FR. The 
proof of the lemma is complete. 

Theorem 3. /f M is an irreducible invariant subspace for U [an invariant subspace 
for U ,], then there exists a rigid function F [a rigid Taylor function F] such that M = F9,. 


Proof. By Theorem 2, there exists a wandering subspace N such that M = V U"N; 
n=0 


by Lemma 5, 8 = FR for some rigid function F (which is a rigid Taylor function in case 
M<H,). The conclusion follows by inverting an argument used earlier: 


M = V Ur) = VUR=F9.. 


The proof of Lemma 5 involves two arbitrary choices (U and A); this makes it 
difficult to see to what extent, if any, the rigid function F is uniquely determined by 
the wandering subspace N in Lemma 5 or by the invariant subspace M in Theorem 3. 
Since the correspondence between wandering subspaces and the appropriate kind of 
invariant subspaces is one-to-one, there is only one uniqueness problem here, not two; 
the purpose of what follows is to solve it. 


Uniqueness. 


Suppose that F, and F, are rigid operator functions with (constant) initial spaces U, 
and U,; under what conditions does it happen that F ıd+< F,9 +? A trivial necessary 
condition is that FR$ <F »8,. This means that for each v in ® there exists an fin 9, 
such that F,(z) v = F,(z) f(z) almost everywhere. The function f is not uniquely deter- 
mined, but an additional requirement makes it so. For each z, replace f(z) by its projection 
into U,. The result is a U,-valued function whose value at each z is F,(z) v; there is no 
loss of generality in assuming that f has these properties in the first place. Since F,(z) 
is an isometry on U,, the value f(z) is now uniquely determined, and, therefore, it makes 
sense to define an operator function G by G(z) v = f(z). If v EU,, then 


vll = II Fi) vll = I] F2le) Fe) II = IIfl@) II = II6le) vll; 
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so that G(z) is an isometry on U,; if v LU,, then (almost everywhere) F,(z) v := 0, so 
that f(z) = 0, and therefore G(z) v = 0. This implies that G is rigid, with initial space U,; 
the range of Gl), for almost every z, is included in U,. Since, moreover, G maps. K into 9,, 


it follows (by definition) that G is a Taylor function. Conclusion: if F,9 I F,& +, then 
F, = F,G, where G is a rigid Taylor function with initial space U, and range in U,. It 
is sanieren to say that F, is divisible by F, exactly when a G of this sort exists. 


Lemma 6. /f F, and F, are rigid operator functions, then a necessary and sufficient 
condition that F,9.,<F,$, is that F, be divisible by F,. 

Proof. Necessity was just proved. Sufficiency is trivial: if F, = F,G, with G Taylor, 
then F ıd+ > F ,69,<F,9.. 

How near does the divisibility relation come to being a partial order ? Reflexivity 
and transitivity are easy to prove. The only delicate question is this: what happens when 
each of F, and F, is divisible by the other ? Suppose that F, = F,G, and F, = F,G;; 
here the values of G, are partial isometries with initial space U, and range in U,, 
the values of G, are partial isometries with initial space U, and range in U,, and 
both G, and G, are rigid Taylor functions. The first consequence of these assumptions 
is that almost every value of G,G, is equal to the projecetion on U,. Indeed, since 
F,(z) G,(z) G;(z) v = F,(z) v for all v, it follows that if vEU,, then G,(z) G,(z)v = v 
(because F,(z) is one-to-one on U,); if v 1 U,, then G,(z) G,(z) v = 0 (because G,(z) v = 0). 

Observe now that almost every value of G,GT is also equal to the projection on U, 
(just because almost every value of G, is a partial isometry with initial space U,); it 
follows that G,G, = G,G?. Since the ranges of G,(z) and G#(z) are in U, and since G, (z) 
is one-to-one on U,, it follows that G,(z) =G*(z) on U,. Since on U! both G,(z) and 
G*(z) vanish, it follows that G,(z) = Gf(z) on all ® for almost every z. 

Suppose now that G is an operator function (such as G, above) with the property 
that both G and G* are Taylor functions. It follows that if u and v are in ®, then 
[ (G(z) u, v)2"dz =0 and [ (G*(z)v, u)z"dz = 0 for all n<0. (The interchange of u 
and v in the second integral is deliberate.) The second equation is equivalent to 
[ (G(z) u, v)z"dz = 0 for all n<0 and hence to [ (G(z) u, v)z"dz = 0 for alln>0. 
It follows (compare Lemma 3) that (G(z) u, v) is a constant almost everywhere, and 
hence (u and v are arbitrary) that G(z) is a constant almost everywhere. The conclusion 
is that, in the notation of the preceding paragraph, both G, and G, are constants. This 
conclusion can be expressed as follows. 


Theorem 4. /f F is a rigid operator function, then FS ‚ uniquely determines F to 
within a constant partially isometrie factor on the right. 
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